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Neste artigo iremos focar a atengdo no erro
mais comum que detetamos em manuais

por nés consultados, o da utilizagdo da
mesma reta de regressdo, obtida pelo método
dos minimos quadrados, para estimar um
valor de x condicionado a um dado valor

de y bem como para estimar um valor de

y condicionado a um valor de x quando,
corretamente, dever-se-iam utilizar duas

retas distintas (exceto em alguns casos muito

particulares onde as duas retas sdo andlogas).

Este erro serd exemplificado utilizando um
software (que € freeware) frequentemente
utilizado no ensino da geometria no ensino
bésico e secunddrio, o GeoGebra, e que é
uma potencial ferramenta no ensino da
regressao linear, bem como de outros temas
da Estatistica.

q pesar de a Estatistica desempe-
nhar, cada vez mais, um lugar de

destaque na disciplina de Matematica,
quer ao nivel do ensino basico quer ao
nivel do ensino secundario, os materiais
disponiveis para o ensino e a compre-
ensdo dos conceitos mais elementares
desta drea nem sempre sao os mais apro-
priados (apesar de contributos extre-
mamente bem sucedidos pela literacia
estatistica, como ilustra o premiado pro-
jeto ALEA — Accdo Local de Estatistica
Aplicada — que pode ser consultado em

http:/[www.alea.pt).

1. REGRESSAO LINEAR NO PROGRAMA DO ENSINO
SECUNDARIO

No programa de Matemética A do 10.° ano (ensino secundé-
rio) a terceira unidade a ser lecionada é a Estatistica (cf. Silva
et al., 2001). Nesta fase os alunos jd possuem algumas nogdes
que adquiriram no 3.° ciclo do ensino bésico e ja realizaram
pequenos trabalhos, no entanto, é a primeira vez que se fard
referéncia a distribui¢des bidimensionais, sendo efetuada
uma abordagem gréfica e intuitiva. Deste modo, os tépicos

que fazem parte do programa sao:

» Diagrama de dispersao, explorando o conceito de de-

pendéncia estatistica;

» Ideia intuitiva de correlagdo: exemplos gréficos de cor-

relagdo positiva, negativa ou nula;
» Coeficiente de correlagdo e sua variagdo;

» Defini¢do de centro de gravidade de um conjunto finito

de pontos, sua interpretagdo fisica;

> Ideia intuitiva de reta de regressdo, sua interpretagdo

e limitagoes.

O programa sugere as seguintes indicagdes metodol6-
gicas: introdugdo ao estudo dos dados bivariados, gene-
ralizando o estudo de uma tnica varidvel e destacando a
representagdo grafica sob a forma de diagrama de disper-
sdo ou diagrama de pontos. Com base nesta representagao,
pretende-se identificar a existéncia de uma associagdo linear
entre as duas varidveis em estudo, utilizando uma medida
que quantifica o grau de associacdo — o coeficiente de cor-
relagdo, assim como apresentando um modelo matemadtico
que permitird, conhecido o valor de uma das varidveis, obter
uma estimativa para o valor da outra varidvel. Os recursos

propostos a utilizar no ensino desta tematica sao:

> “Papel e lapis” para a construcdo do diagrama de dis-

persdo (nuvens de pontos);

» Calculadora gréfica ou computador para visualizar
o diagrama de dispersdo, desenhar a reta de regressao,
calcular o coeficiente de correlagdo e encontrar o modelo
matematico (fung¢do polinomial de grau 1) que caracterize

a relagdo entre as duas variaveis.

Desta forma, no 10.° ano de escolaridade é transmitida

uma ideia intuitiva de reta de regressdo, tentando explorar
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a sua interpretacdo e as suas limitagdes. Apesar de ndo ser
objetivo deste nivel de ensino explicar formalmente a reta ob-
tida, é transmitida a ideia pela qual ela é determinada — cor-
responde a reta que faz com que a soma dos quadrados das
distancias de cada ponto da nuvem a reta seja minima (mé-
todo dos minimos quadrados), sendo esta reta unicamente

determinada recorrendo a uma calculadora.

2. 0 METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS
Consideremos um conjunto de dados (x;,y;), comi=1,...,n,
para o qual se pretende ajustar a reta
yi=Po+prxi t e @
onde y; representa a varidvel dependente ou endégena (que
o modelo pretende explicar o comportamento), x; a varidvel
independente ou exdgena (que serd uma varidvel explicativa
para a modelagdo de v,), ¢; a varidvel erro (que é uma varidvel
aleatéria com algumas caracteristicas fundamentais para a
fiabilidade da inferéncia estatistica associada a regressdo) e
Po e B1 os parametros da regressdo. A reta estimada serd da
forma
7 = Bo + P1x; )
onde 7;, Bo e B representam, respetivamente, os estimadores
(ou estimativas, para as quais, ao longo deste texto, iremos
utilizar igual representacéo) de i;, EO e Bl' Desta forma, os er-
ros ¢; correspondem a diferenca entre os valores observados
para y; e os valores estimados, i.e.
& =Yi —Ji = ¥i — Bo— Prxi. €)
O método habitualmente utilizado para estimar os para-
metros da reta é o método dos minimos quadrados que de-
termina os estimadores BO ee El que minimizam a soma dos

quadrados dos erros, i.e. que minimizam

F(op)=Ld=5 (n-Ro-hm) @

1

Para determinar o minimo de f (/30,[31> teremos

U (Bobr) _

9Bo =0

(o) -

af (Bo.f1 o

o 0
Bo = 7-PBix

= B = %Z?:Miyi—fyzsﬁzs_yr o O
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onde:
» J e X representam as médias de y e x;
» s, e s, representam os desvios padrdo de y e x;
» s, representa a covariancia entre x e ;
» 7., 0 coeficiente de correlagdo entre x e y.

z

O determinante da matriz Hessiana ¢é igual a
dny ! xi2 —4(2t, x,')2 :411253 que é positivo (desde que
x; ndo assuma sempre o mesmo valor). Assim sendo, a matriz
Hessiana ¢ definida positiva e os valores determinados em
(5) correspondem efetivamente ao minimo pretendido.

Desta forma, nas equacdes presentes em (5) temos as f6r-
mulas dos estimadores dos minimos quadrados de fo e 1
com os quais podemos, recorrendo a reta de regressdo (2),
obter estimativas para y conhecendo um valor especifico de
x. As propriedades da inferéncia estatistica resultante desta
aplicagdo dependem das caracteristicas dos residuos (varidvel
¢). Contudo, uma vez que esta abordagem néo é efetuada no
ensino secunddrio, sublinhamos apenas que os estimadores
assim obtidos gozam de excelentes propriedades (ndo envie-
samento, eficiéncia e consisténcia) caso a varidvel ¢ satisfaca
determinadas caracteristicas (nomeadamente, normalidade,
independéncia e homocedasticidade). Para mais informagdes
acerca das propriedades dos estimadores, pode ser consulta-
do, por exemplo, Montgomery et al. (2006).

Algumas propriedades da regressao sdo exploradas no en-
sino secunddrio, como, por exemplo, o facto de a soma dos

erros ser nula, } ' ;¢; =0, pois

n n Y o o Y

Yoei=Y, (yi —Bo— /31Xi) =n (?* Bo *ﬁl@ =0, (6
i=1 i=1

tendo em conta que EO =y — Blf (cf. equagdo (5)), e a reta es-

timada passar sempre pelo centro de gravidade dos dados

(%,7) uma vez que, utilizando (2) e (5), se obtém

J=Pot+Pix=y—pI+pr=7, @)
logo, quando x = X, teremos y = y. Estas e outras proprie-
dades da regressdo linear simples podem ser analisadas em
Murteira (1993), Reis (1998), Martins (2005), Pestana e Velosa
(2009), entre outros.

Contudo, salientemos que a reta obtida pelo método dos mi-
nimos quadrados para estimar y em fungao de x e a reta obtida

para estimar x em funcédo de y ndo sdo, em geral, idénticas.
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3. AREGRESSAO LINEAR INVERSA
Podemos utilizar férmulas andlogas as apresentadas em (5)

para efetuarmos a regressdo de x em funcédo de y obtendo

X; =g + 1y, @®

~ — o~ — ~ S .
onde &) =X — w1y e &1 = *r,. Invertendo a reta (i.e. resol-
y

vendo em fungdo de y; e trocando os papéis desempenhados
pelas varidveis), obtemos

Yi = Po + p1xi. ©)

Os estimadores de o e B assim obtidos, supondo r,, 7# 0

(pois caso r,, ~ 0 a reta de regressdo ndo tera qualquer senti-

do), serdo dados por:

X—ay _
= W oy Bxepi=
&1

o~

&>| =)
=S

_ %
_Sr . (10)

Xy

S

X

Asretas (2) e (9) sdo coincidentes se e s6 se EO = ,Eo e Bl = El
que, recorrendo as equagdes (5) e (10) s6 se verifica quando
r,=1V r,=-1L 11)
Assim sendo, ambas as retas passam pelo mesmo ponto (¥, 7),
mas s6 se obtém a mesma reta (retas coincidentes) utilizando
os dois métodos se 0 médulo da correlacdo for unitério (sen-
do os erros, nestes casos, todos nulos, uma vez que a reta pas-
sa precisamente por todos os pontos). Deste modo, a reta de
regressao de y em funcdo de x, determinando os parametros
daretayy= EO + le que minimizam ) ; (y; — g‘i)z, serd distin-

ta (exceto se

rxy' = 1) da reta obtida quando efetuamos uma
regressdo de x em fungédo de y, determinando os pardmetros
%)% Esta di-

ferenca resulta da forma como definimos os erros nas duas

da reta X; =& + A1y; que minimizam Y_; (x; —

regressdes, pois enquanto na primeira os erros sdo medidos

¥

paralelamente ao eixo das ordenadas (o erro é definido pela
diferenca entre o valor observado de y e o seu valor estima-
do condicionalmente a x, ¢; = y; — ¥;, cf,, ilustra o primeiro
grafico da figura 1), na segunda os erros sdo medidos para-
lelamente ao eixo das abcissas (o erro é definido pela dife-
renga entre o valor observado x e o seu valor estimado pela
regressdo em funcdo de y, ¢; = x; — ; , cf. segundo grafico
da figura 1). Desta forma, serd erréneo utilizar a regressdo
de y em funcgdo de x para efetuar previsdes para x quando
conhecemos um determinado valor para y e, apesar de em
algumas aplicagdes a diferenca das duas retas poder ser di-
minuta, existem outras situagdes em que o erro pode assu-
mir valores elevados. H3, contudo, determinadas situagdes
especificas para as quais se justifica a necessidade de utiliza-
¢do de regressdo inversa, como ilustram alguns modelos de
calibracg@o (cf. Brown, 1993).

Os modelos de calibragdo estatistica (ou, por vezes, deno-
minados por previsdo inversa) sdo muito utilizados em qui-
mica, engenharia, bioestatistica e podem ser extremamente
dteis em algumas aplicagdes. Contudo, estas aplicagdes sao
caracterizadas por contextos distintos dos que previamente
referimos. Consideremos, entdo, que a varidvel y é medida
através de processo complicado (muitas vezes fora do nosso
alcance), dispendioso (em termos de tempo e/ou monetaria-
mente) mas que os seus resultados sdo extremamente preci-
sos (sem erros ou com erros negligencidveis em relagdo aos
erros de medi¢do da varidvel x). A varidvel x é medida por
um processo simples, rdpido, e econémico mas que tem pou-
ca precisao (obtemos valores aproximados). O objetivo é esti-
mar novos valores de y para alguns valores de x conhecidos.

Neste contexto, os erros a ter em conta no método de regres-

Figura 1: Definicao dos

erros na regressao linear
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sdo linear deverdo ser¢; = x; — X; (pois y; — ¥; ~ 0) estiman-
do-se a regressdo ¥; = EO + Elxi utilizando os estimadores
apresentados na equacdo (10). Com esta regressdo podemos
estimar novos valores para y condicionados a valores conhe-
cidos de x. Os estimadores assim obtidos, sob determinadas
condigbes, gozam igualmente de boas propriedades. Osbor-
ne (1991) faz uma apresentacdo histérica da evolugdo destes
métodos, incluindo alguma discussdo sobre a problemadtica
inerente a sua utilizago.

Contudo, estes contextos especificos nos quais a utilizagdo
da calibracao é frequentemente utilizada, ndo sdo abordados

no ensino secunddrio.

4. ESTIMAGCAO DE Y CONDICIONADO A X = X
Consideremos que se pretende estimar o valor de y quando
x assume o valor x¢. Recorrendo a equagéo (2), regressédo de y
em funcgdo de x, obtemos

~ ~ S S
. = Y ~ Y
y=Ppo+p1xo=y— S X TS X0

X X

2]

=7+ irw (xo — %), (12)
e recorrendo a equagéo (9), fungdo inversa da regressdo de x

em fungédo de y, obtemos

T— g 3 T e |
y=PotpPrxo=y— r, X+ 1 X0
X

X

2}

=7+ L (x - ). (13)

5,0
A distancia entre as duas estimativas obtidas é dada por
~ S — —
7 =91 = S |x0 — ] ', (14)

Ty =T
que depende do quociente entre o desvio pyadrao deyeode
x, da distancia entre xy e X [0 que era espectdvel uma vez que
ambas as retas passam no ponto (¥,¥)| e da distancia entre r,|
e rx_yl (que serd nula se|r,, | =1, isto é, quando a relagdo linear
é perfeita e as duas retas de regressdo sdo coincidentes).
Conforme claramente ilustram os quatro exemplos retra-
tados na figura 2, onde sdo apresentadas as duas retas obtidas
utilizando conjuntos distintos de 200 observagdes (recorren-
do ao software GeoGebra), com coeficiente de correlagdo igual
a 0.95, 0.90, 0.80 e 0.70, podemos constatar a distin¢ao entre
as duas retas, a diferenga entre o valor estimado de y obtido
pelas duas retas quando x assume o valor X, bem como o au-
mento desta distdncia com a diminui¢do da correlagdo entre

x e y e/ou o afastamento de xg relativamente a X.

r, =0.95

,_
] % L3
5

™
o
-

Figura 2: Regressao de y em funcdo de x versus

regressao de x em fungdo de y
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5.0 GEOGEBRA NO ENSINO DA REGRESSAO LINEAR
Gréficos andlogos aos representados na figura 2 podem ser
construidos em sala de aula com recurso ao software GeoGe-
bra, tendo a vantagem de poderem ser dindmicos, isto €, ao
alterarmos um ponto (ou um conjunto de pontos) visuali-
zarmos imediatamente as consequentes alteragdes no coe-
ficiente de correlacdo e nas retas estimadas, bem como ao
mudarmos a coordenada Xp percebermos as consequentes
implica¢des no valor de y estimado. Para este fim, no Geo-
Gebra, podemos exibir a Folha de Cilculo e utilizar as duas
primeiras colunas (A e B) para definir as coordenadas dos
pontos a utilizar para a regressdo linear. Com os pontos de-
finidos podemos criar uma lista de pontos (bastard selecio-
nar as coordenadas e, utilizando o botdo do lado direito do
rato, selecionar “Criar lista de pontos”). Desta forma serd
criada a listal (nome atribuido automaticamente pelo GeoGe-
bra, mas que pode ser facilmente alterado nas propriedades
da lista de pontos) que contém os n pontos que correspon-
dem ao nosso conjunto de dados (x;,y;). Podemos de segui-
da determinar o coeficiente de correlacdo, através do co-
mando CoeficienteCorrelagiollistal]; a reta de regressdo de y
em funcado de x de acordo com a equagéo (2), recorrendo ao
comando RetadeRegressio[listal] e, no mesmo gréfico, repre-
sentar a reta de regressdo de x em funcdo de y [cf. equagdo
(9)] utilizando o comando RegressioLinearX][listal]. As duas
retas podem ser representadas por cores diferenciadas de
forma a podermos distingui-las facilmente. Assim, ao ser
alterado um ou mais pontos da listal, quer o coeficiente de
correlagdo quer as retas serdo automaticamente ajustadas a
nova nuvem de pontos, o que permitird visualizar facilmen-
te a diferenga entre as duas retas, que a sua intersecdo se
verifica sempre no ponto (¥,¥), bem como observar as alte-
racOes no coeficiente de correlagdo. Em sala de aula, pode
explorar-se a sensibilidade do coeficiente de correlacao, bem
como da reta ajustada, a alteragdes das coordenadas dos
pontos, em particular a existéncia de pontos mais afastados
(outliers e/ou observagdes influentes). Caso pretendamos
analisar igualmente os valores estimados para y para um
dado valor de x, bastard definir um ponto A [de coordena-
das (xp,0)] no eixo das abcissas e construir os segmentos de
reta paralelos ao eixo das ordenadas que liguem o ponto A
a cada uma das retas estimadas (sejam P; e P, os pontos das

retas com abcissa xp). As ordenadas dos pontos P; e P cor-

respondem as estimativas obtidas com cada uma das retas
(valores ¥y e o representados nos graficos da figura 2). Para
melhor visualizar o valor das estimativas obtidas podemos
criar segmentos de retas paralelos ao eixos das abcissas que
liguem P; e P, ao eixo das ordenadas (de forma andloga a
apresentada nos graficos da figura 2). Com esta construgéo,
caso alteremos a abcissa xg do ponto A, as estimativas obtidas
serdo automaticamente ajustadas, permitindo, desta forma,
observar as suas diferengas quando utilizamos valores para
Xp mais préximos ou mais afastados de x.

De referir que, no ensino da Estatistica, a utilidade do
GeoGebra ndo se restringe a regressao linear, pois este softwa-
re pode igualmente ser utilizado no ensino de outros temas
da Estatistica, uma vez que permite determinar a média,
mediana, moda, variancia, desvio padrdo e os quartis, bem
como construir tabelas de frequéncias e representar alguns
gréficos, tais como o diagrama de caule e folhas, o grafico
de barras, o grafico de pontos, o histograma e o diagrama de
extremos e quartis. Por este motivo, o GeoGebra é uma ferra-
menta que pode perfeitamente ser utilizada com sucesso no
ensino dos conceitos elementares de Estatistica, quer no ensi-
no secunddrio quer no ensino bdsico. Por outro lado, o facto
de este software possibilitar efetuar uma construgdo dinami-
ca, tais construgdes permitem a exploracdo da sensibilidade
de algumas medidas (como, por exemplo, das medidas de
tendéncia central ou das medidas de dispersdo) a variacdes

do valor de uma ou mais observagdes.

6. MANUAIS ADOPTADOS NO ENSINO SECUNDARIO
Em diversos manuais adotados no ensino secundario é uti-
lizada a mesma reta de regressdo para estimar o valor de y
quando conhecemos um valor de x (condicionado a x = x)
e para estimar o valor de x em fungdo de um valor especifico
da varidvel y (y = yp), 0 que ndo deveria ocorrer pelas razdes
previamente apontadas (ndo iremos incluir estes manuais
nas referéncias bibliograficas uma vez que é nosso objetivo
contactar diretamente com os autores desses manuais). Esta
confusdo parece derivar do desconhecimento de que as retas
sdo distintas. Sublinhemos que, dos manuais por nés consul-
tados, hd um que apresenta corretamente este tema e, partin-
do de um exemplo simples, explica aos alunos a razao pela
qual ndo devem usar a mesma reta de regressao em ambos os

casos, referindo:
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“A recta de regressao, de equagdo y = 0, 797x + 121, 282, foi
construida para, dado o peso x, em kg, de um jogador pre-
ver a altura y, em cm, do mesmo (. . . ). Os erros cometidos,
relativamente aos valores de y medidos e os valores pre-
vistos sdo os comprimentos dos segmentos de recta assi-
nalados na figura (. . . ). A equacéo da recta de regressao é
determinada, utilizando ferramentas matemadticas, de for-
ma a minimizar a acumulacgdo destes comprimentos (...).
Percebe-se assim, que é possivel utilizar a equagdo desta
recta para prever valores da altura dado o valor do peso,
mas, no entanto ndo se pode utilizar esta equagdo para
prever o valor do peso dado o valor da altura”

[Negra & Martinho, 2010, pp.181-182]

Mesmo quando no desenvolvimento teérico nada é re-
ferido acerca da distingdo entre estas duas retas, diversos
manuais apresentam exercicios para estimar um valor de x
condicionado a um valor de ¥ = ¥ utilizando a regressdo de
y em funcdo de x como se as duas regressdes fornecessem o
mesmo resultado (de facto, tudo leva a crer que alguns dos
autores de manuais escolares desconhecam as diferencas
entre as duas retas obtidas). E, por este motivo, igualmente
do desconhecimento de alguns professores do ensino secun-
dario a existéncia das referidas diferencas, razao pela qual é
importante divulga-las de forma a serem efetuadas as corre-
¢des necessarias nos manuais, bem como alertar e clarificar o
corpo docente para esta situagdo.

Por outro lado, pretendemos igualmente salientar que a
exploragdo de exemplos dindmicos em GeoGebra, software ja
utilizado por muitos docentes em diversos contextos da Ma-
temadtica, torna intuitiva a diferenca entre os dois métodos.
O célculo das duas retas é automatico e, alterando os valores
da nossa amostra (presentes na folha de cdlculo do GeoGebra),
permite visualizar a consequente alteragdo (sensibilidade)
das retas, bem como dos valores estimados pelos dois mo-
delos, razdo pela qual nos parece uma ferramenta adequada
para o ensino da regressdo linear, permitindo atingir com
sucesso todos os objetivos estipulados no programa de Mate-

madtica do ensino secunddrio.
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