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Em matemadtica, projetar é o ato que consiste em representar
um determinado objeto num plano, denominado plano da
projecdo. Para fazer uma projecdo é necessdrio escolher um
ponto qualquer do espago para origem da projecdo e, a partir
desse ponto, fazer passar varias semirretas através do objeto
em questdo, de forma a que todos os seus pontos pertencam
a uma semirreta. Essas semirretas intersetam o plano da pro-
jecdo num conjunto que constitui a proje¢do do objeto dado.

H4 muitas formas de projetar um objeto no plano, mas
existe uma muito particular que, pelas suas propriedades, é
muito usada em astronomia, por exemplo. Trata-se da proje-
¢do estereogréfica, que permite representar num plano figu-
ras que estdo sobre a superficie de uma esfera. Escolhe-se um
ponto qualquer da esfera para origem da projecdo e conside-
ra-se como plano da projecdo o plano tangente a esfera no
ponto diametralmente oposto ao da origem da proje¢do. No
entanto, ndo é necessario que o plano da projegdo seja tangen-
te a esfera: qualquer outro plano que lhe seja paralelo e ndo
passe pela origem da projecdo pode desempenhar esse papel,
pois com uma qualquer escolha deste tipo as principais pro-

priedades da projecdo estereografica mantém-se. Entre estas

propriedades, consideraremos trés muito particulares, que a

tornam tinica em relagdo as outras formas de projetar. A pri-
meira propriedade da projecdo estereografica estabelece que

qualquer circulo inscrito na esfera se projeta como um circu-

lo (se ndo passar pela origem da projecdo) ou como uma reta
(se passar pela origem da projecédo). A segunda propriedade
consiste no fato de que os dngulos entre curvas da superficie
esférica sdo preservados quando essas mesmas curvas sdo
projetadas estereograficamente no plano. A terceira proprie-
dade desta projegdo diz que se rodarmos a esfera ao longo
do didmetro que contém a origem da projecdo, a projecao
dos objetos da superficie esférica também roda em torno do
ponto de interse¢do desse didmetro com o plano da projecao
segundo o mesmo angulo de rotagdo.

Este artigo estd dividido em trés sec¢des. Na primeira,
que foi organizada tendo em conta o material exposto em
[11,12],[3] e [9], serdo apresentadas a defini¢do de projecdo
estereografica e as demonstragdes das trés propriedades re-
feridas no pardgrafo anterior. Na segunda seccdo, seguindo
[1], serd feito um breve apontamento histérico da projecdo
estereogrdfica e na terceira e ultima seccdo falar-se-a das
aplicagdes desta projegdo a astronomia, mais propriamente
ao astroldbio. A exposigdo desta secgdo segue o que foi apre-

sentado em [9].

PROJECAO ESTEREOGRAFICA:

DEFINIGAO E PRINCIPAIS PROPRIEDADES

Sejam S e « um ponto qualquer da superficie de uma esfera
e um plano tangente a esfera no ponto diametralmente a S,
ou seja, S’, respetivamente. A projecdo estereogréfica de um
ponto P # S pertencente a esfera é o ponto P’ que resulta da

interse¢do da reta SP com o plano a.

Figura 1: Definicao de projecdo estereografica
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A projecdo estereografica, como ja foi referido ante-
riormente, é dotada de trés propriedades que a tornam pe-
culiar e util na medida em que tem aplicagdes em variadas
dreas do conhecimento como, por exemplo, em astronomia.
Apresentamo-las de seguida dividindo a primeira proprieda-

de em duas partes (A e B) para facilitar a exposig&o.

Propriedade A: Circulos na superficie esférica que passem
pela origem (ponto S) projetam-se como retas no pla-

no (w);

Propriedade B: Circulos na superficie esférica que ndo pas-

sem pela origem sdo projetados como circulos no plano;

Propriedade C: Angulos entre curvas da superficie esfé-
rica sdo preservados quando essas mesmas curvas sao

projetadas no plano.

Propriedade D: Quando a esfera roda em torno do eixo
SS’, os objetos projetados no plano « vao também sofrer

uma rotacao de centro em S’ com a mesma amplitude.

E fécil de verificar que a propriedade A é verdadeira. Bas-
ta para isso reparar que qualquer ponto que fique sobre um
circulo que passe por S, digamos C, vai gerar um conjunto
de retas (que passam por S e por cada um dos pontos de C)
que pertencem ao plano definido por C. Como a intersecido
de dois planos é uma reta, a projecao do circulo C é a reta que
resulta da intersegdo do plano definido por C com o plano a.

Para demonstrar a propriedade B comegamos por observar
que, dado um circulo C da superficie esférica que nao passe
por S, todas as retas da projecao que saem de S e passam por
todos os pontos do circulo formam um cone circular com vér-
tice em S. O circulo C pode ser obtido como secgdo desse cone
com o préprio plano que contem C, e a sua projegdo, C’, é a
seccdo desse cone com o plano de projecdo. No que se segue
iremos demonstrar que C’ é um circulo no plano de projecao
provando e utilizando um resultado que identifica as sec¢des
circulares de um cone circular. Na verdade, se o circulo C for
paralelo ao plano de projegdo, o cone definido pelas retas de
projecdo e por C é um cone circular reto, e um argumento di-
reto que utiliza semelhangas de tridangulos permite concluir
que C’ é um circulo. Mas, no caso geral, esse cone é obliquo, e
0s argumentos tornam-se mais elaborados.

Iniciamos entdo a prova de B enunciando um resultado

auxiliar:
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Lema: Sejam M e N dois pontos de um circulo inscrito na
esferae M’ e N’ a projecao estereogrdfica de M e N respetiva-
mente. Entdo SMIN = SN'M' e SNM = SM'N'. (ver figura 2)
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Figura 2: SMIN = SN'M’ e SNM = SM'N’

De facto, os tridangulos [SMS’] e [SS'M’] sdo semelhantes
porque sdo ambos retangulos e tém o angulo MSS’ em co-
mum logo:

SM_ S5 SM x SM’ = (852
ss’ SM’
Os tridngulos [SNS] e [SS’'N’] também sdo semelhantes

por serem retangulos e terem o dngulo NSS’ em comum.
Logo, seguindo um raciocinio andlogo ao anterior, a seguin-
te igualdade SN x SN’ = (@)2 também é verdadeira.
Assim, SM x SM’ = SN x SN/, ou seja,
SM SN
SN’ SM’

Desta dltima equagao conclui-se que os tridngulos [SMN]

e [SN’M’] sdo semelhantes e tém um angulo em comum, o
angulo MSN, logo SMN = SN'M’ e SNM = SM/N/, que era
o que se pretendia provar.

Voltando a propriedade B, se o circulo ndo passar pela ori-
gem da projecdo, entdo podemos assumir que o plano que
passa por SS’ e pelo centro do circulo dado, é o plano SMN
onde [MN] é um didmetro do circulo que pretendemos proje-
tar (ver figura 2). Como ja foi mencionado anteriormente, to-
das as retas da projecdo que saem de S e passam por todos os
pontos do circulo formam um cone circular com vértice em S.

Enquanto que num cone reto s6 é possivel obter secgdes
circulares fazendo cortes paralelos a base, num cone obliquo

(cone cujo vértice ndo estd verticalmente oposto ao centro



da base) existem duas formas distintas de se obter sec¢bes
circulares. Uma delas é, tal como no cone reto, fazendo cortes
paralelos a base. Para obter a segunda forma é necessdrio re-
cordar o seguinte facto: dado um circulo de didmetro [AB], se
[CD] for perpendicular a [AB] onde C é um ponto arbitrdrio
desse circulo, e D € [AB] (ver figura 3), entdo a seguinte igual-
dade é verdadeira:
AD x DB = CD* a)
Reciprocamente, se a igualdade anterior for verdadeira en-

tdo C pertence a um circulo de didmetro [AB].
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Figura 3: AD x DB = cD’
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Consideremos agora um cone circular obliquo tendo o
ponto A como vértice e [BC] como didmetro da base. Vamos

assumir que a reta BC passa pelo pé da perpendicular do

ponto A em relagdo a base, tal como mostra a figura 4.

Figura 4: Cone obliquo

De seguida, secciona-se o cone, através de um plano nor-
mal ao plano ABC, ao longo da reta HK, com H e K a perten-
cerem 2 superficie do cone, e de modo a que AHK = ACB e
AKH = ABC. A seccdo obtida vai ser a curva HJK.

Queremos provar que a curva HJK é um circulo e assim
obter a segunda forma de seccionar um cone obliquo de
modo a obter um circulo.

Assim, considere-se um ponto qualquer | da curva HJK
e um ponto qualquer L da circunferéncia da base do cone.
Desenham-se os segmentos [JG] e [LM] perpendiculares ao
plano ABC. Como estes dois segmentos sdo perpendiculares
a ABC entdo vdo ser paralelos entre si.

De seguida desenha-se o segmento [DE] a passar por G
e paralelo a [BC] e constréi-se a sec¢do do cone gerada pelo
plano que passa por [DE] e [JG]. Esta secgdo vai ser paralela a
base do cone porque [DE] é paralelo a [BC] e [JG] é paralelo a
[LM], logo trata-se de um circulo (circulo DJE).

Pela propriedade (1), a seguinte igualdade é verdadeira
para o circulo DJE:

DG x GE = JG? 2

Por outro lado, como AHK = ACB = AED (pois [DE]//
[BC]) e AKH = ABC = ADE (pela mesma razdo), temos que
HDG = EKG e DHG = KEG. Destas igualdades conclui-se
que os tridngulos [EGK] e [HGD] sdo semelhantes.

Assim,
HG _GE ., GDxGE=HC xCK.
GD GK

Pela equagé&o (2) obtemos

HG x GK = |G? 3)
Como a equagdo (3) é da mesma forma da equagéo (1) e esta
igualdade é valida para qualquer ponto da curva HJK e qual-
quer segmento HK, conclui-se que a curva HJK é um circulo.
Todas as sec¢des do cone paralelas a HJK vdo também ser
seccdes circulares
Para concluirmos, e com referéncia a figura 2, aplicamos o
resultado que acabdmos de demonstrar tomando, por exem-
plo, o circulo C como base do cone de proje¢do e tomando uma
secgdo do cone, digamos C”, obtida com um plano paralelo ao
plano de projegdo e que corte o cone acima do ponto M. Pelo
que foi provado acima, C” serd um circulo, e logo também o
serd C’, sendo uma secgdo paralela a C” do mesmo cone.
De seguida vamos demonstrar a propriedade C, de que os

angulos entre curvas da superficie esférica sdo preservados
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quando essas curvas sdo projetadas estereograficamente no
plano. O dngulo entre duas curvas de uma superficie esféri-
ca define-se como sendo o dngulo entre as tangentes a essas
curvas no ponto onde elas se intersetam.

Assim, sejam t7 e tp retas tangentes a esfera num ponto P
e « 0 angulo entre elas. Sejam t'1 e t'p as projecdes de t1 e tp
respetivamente e " 0 dngulo formado por elas (ver figura 5).

Queremos provar que & = «’.

Figura 5: Conservacao dos dngulos

A interse¢do do plano formado pelas semirretas com ori-
gem em S e que passam todos os diferentes pontos de f{ com
a esfera é um circulo que passa por S, entdo # projeta-se na
'] que passa por P’ (projecdo estereogréfica de P). Ty, a tan-
gente ao circulo em S, é paralela a t'1 porque todas as tangen-
tes em S sdo paralelas ao plano da projecdo. Analogamente,
o plano definido por t; e S interseta a esfera noutro circulo
que passa por S e tem a tangente T, que é paralela a t'>. Entdo,
o angulo «’ entre t'1 e t'p é igual ao Angulo entre Ty e T, (por-
que os lados dos dngulos sdo paralelos dois a dois), que por
sua vez é igual a dngulo entre t1 e tp, porque os dngulos entre
os dois circulos da superficie esférica nos pontos de inter-
segdo P e S sdo iguais. Para nos convencermos deste facto,
chegard observar que o plano que corta perpendicularmente
o segmento PS no seu ponto médio é plano de simetria para
os dois circulos. Logo, « = &’ como querfamos provar.

Por fim, em relacdo a propriedade D, a sua veracidade
pode ser facilmente demonstrada se reparamos no fato de
que a projecdo M’ de qualquer ponto M da esfera é um pon-
to pertence a um plano que passa por SS’ e quando a esfera
roda ¢°, a reta relativa a interse¢do desse plano com o plano
da projecdo também roda ¢°, ou seja M rodou ¢° em torno do

eixo SS".
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UM POUCO DE HISTORIA...

A referéncia mais antiga da projegdo estereografica remonta
a obra de Ptolomeu Planisphaerium. Ptolomeu foi um cientista
grego do séc. II a.C. e que descreveu, nesta obra, um instru-
mento que conseguia determinar as coordenadas das estre-
las. Esse instrumento, que era o astrolabio, utilizava a proje-
¢do estereogrdfica na sua construcdo. As propriedades desta
projecdo referidas anteriormente estdo enunciadas na obra
Planisphaerium mas sem as respetivas demonstragdes.

A demonstragdo mais antiga e completa das propriedades
A e B da projecdo estereogréfica foi escrita por Ahmad Al-
-Fergani, um cientista do séc. IX nascido em Fergana (Asia
Central) e que trabalhou em Baghdad. No capitulo I da sua
obra Construindo o Astroldbio é-nos apresentada a teoria da
projecdo estereogréfica. O Lema e as propriedades A e B apre-
sentados neste artigo estdo na obra de Al-Fergani. A demons-
tragdo da proposicdo B de Al-Fergani é muito parecida com
a demonstragdo da 5" proposigdo do tratado sobre cénicas de
Apolénio de Perga, gedmetra grego da escola de Alexandria
do Séc. III d.C., onde se descreve o segundo conjunto de sec-
¢Oes circulares de um cone obliquo.

Na Idade Média, a projecdo estereografica era conhecida
como a “projecdo do astroldbio”. O termo “projecdo estereo-
grafica” foi utilizado pela primeira vez por um jesuita chama-
do Frangois d’Aguilon no inicio do séc. XVII. A palavra estere-
ogréfica deriva do grego e é ajuncdo das palavras: sélido e de-

senho, ou seja, é a geometria que desenha sélidos (no plano).

O ASTROLABIO

O astroldbio é um instrumento astronémico que resolve pro-
blemas relacionados com o a medigdo do tempo e com a posi-
¢do do Sol e das estrelas. O nome “astroldbio” vem do grego
aster, que significa estrela, e lambanein, que possui vdrios sig-
nificados: tomar, capturar, colher, apreender, compreender.
Juntando as duas palavras, astroldbio significa compreender
as estrelas.

O astrolédbio é portatil, achatado e de forma circular, com
cerca de 15 cm de didmetro, no entanto esta dimensdo pode
variar. O corpo principal deste instrumento chama-se ma-
dre. A madre é composta por duas partes: um disco sélido,
que define a parte de trds do astroldbio e um anel graduado a
volta da madre, chamado rodela, com o mesmo didmetro da

madre e que define a parte da frente.



Figura 6: Em cima, a frente de uma madre.

Em baixo, a parte de trds.

Outra componente muito importante do astroldbio é a ali-
dade (figura 7). A alidade girava em torno do centro do astro-
ldbio (centro da madre) e servia para encontrar a altura dos
astros, ou seja, a amplitude do dngulo que o corpo celeste faz
com o plano do horizonte (plano tangente a Terra no ponto
onde o observador se encontra).

Para identificar um objeto na esfera celeste (considera-se
que o céu é uma enorme esfera sobre a qual estdo fixadas as
estrelas e tem como centro a Terra), é necessdrio definir um
sistema de coordenadas. Um dos mais utilizados por aqueles
que observam os céus é o Sistema Horizontal de Coordenadas,

figura 8 (para mais pormenores, ver [7]). Este sistema de coor-

—_—F

Figura 7: Alidade

EGENDA
Ze- Zénite
Na- Nadir
Alt- Altura

Az- Azimute

MNa

Figura 8: Sistema horizontal de coordenadas

denadas é composto pelo plano do horizonte e pelo eixo per-
pendicular ao plano e que passa pelo zénite (ponto da esfera
celeste que estd verticalmente acima do observador) e pelo
nadir (ponto diametralmente oposto ao zénite). A orientagdo
deste eixo é no sentido nadir — zénite. A origem do sistema
horizontal é o ponto cardeal sul orientado no sentido da rota-
¢do dos ponteiros do relégio.

Com este sistema sdo necessarios apenas dois angulos, ou
seja, duas coordenadas, para definir inequivocamente um
ponto da esfera celeste. A primeira coordenada € a altura e a se-
gunda denomina-se por azimute (amplitude do angulo medido
horizontalmente entre o ponto cardeal sul e o objeto celeste).

A primeira coordenada é obtida através do astroldbio se-
gurando-o na vertical por um anel e fazendo alinhar a alida-
de com o corpo celeste. Depois da alidade estar alinhada fa-
zemos a leitura da altura através da rodela presente na madre.

A segunda coordenada descobre-se através da parte de

trds da madre. Nesta é fixado um disco que gira em torno do
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centro denominado ldmina. A lamina possui vérios circulos

desenhados que sdo a projegéo estereogréfica do equador ce-

leste (circulo que se obtém intercetando o plano definido pelo Almucantaras
equador terrestre e a esfera celeste); dos trépicos de Cancer e . Pdlo Norte
Capricérnio celestes, que sdo dois circulos paralelos ao equa- Plano do horizonte

ot

dor celeste e tangentes a ecliptica (circulo que é descrito pelo
movimento aparente do Sol ao longo do ano); do horizonte
(circulo que se obtém intercetando o plano do horizonte e a Tropico de cancer -
esfera celeste) e das almucantaras (circulos da esfera celeste
. .. . . .. Equador colesie —--
paralelos ao horizonte). A lamina possui também a projegao
estereografica do zénite e dos azimutes (circulos perpendicu-
Trépico de caprictmio -
lares ao horizonte e que passam pelo zénite).

Pelas propriedades A e B, estes circulos da esfera ce-

leste projetam-se como circulos ou segmentos de reta.
Por norma, o pélo sul celeste é escolhido para origem
da projecdo, e o plano do equador para plano da pro-
jecdo logo, o equador e os trépicos sdo desenhados na
lamina através de circulos concéntricos. O Trépico de Figura 9: Esfera celeste e os seus principais elementos.
Capricérnio é o circulo que delimita a ldmina do astro-

ldbio. Os azimutes sdo projetados como circulos que

passam pelo zénite e sdo perpendiculares ao horizonte.

Figura 10: Construcdo da ldmina de um

astroldbio. Alguns elementos da esfera

H Plano da Projecio celeste (figura acima) sdo projetados es-
tereograficamente em circulos da mesma

yD cor no plano equatorial (figura abaixo). Em
particular, o plano do horizonte tem cor
s amarela, a almucantara tem cor verde (no
plano de projecdo sdo representadas mais

duas almucantaras que ndo foram dese-

T nhadas na figura acima para ndo tornar o
- desenho demasiado complicado). Por fim,
o equador e os trdpicos tém cor violeta.
O plano da projecdao é, por conveniéncia
gréfica, o plano equatorial paralelo ao plano
tangente a esfera no polo norte celeste N.

Como observado na introdugdo, as proprie-
dades da projecao estereografica continuam
a ser vdlidas.
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Nalamina ainda podemos encontrar as linhas ho-

rarias que servem para determinar as horas e sdo

Amachnles .
tracadas por de baixo do horizonte.
Por cima da ldmina encaixa-se a rede, um dis- Horposte
co circular, o mais entalhado possivel para dei-
xar ler as indicagdes da lamina que se encontram -
por baixo. A rede dava a projecdo da ecliptica
(que se encontra dividida em doze partes iguais —

que sdo as constelac¢des do zodiaco) e das estrelas
fundamentais com os respetivos nomes. A eclip-
tica aparece projetada tangente aos trépicos.

Com o astroldbio apenas é possivel determinar os azimu-
tes das estrelas que estdo representadas na rede. Depois de
se obter (através da alidade) a altura de uma determinada es-
trela, roda-se a rede em cima da ldmina até que esta (que estd
representada na rede) fique em cima da almucantara com a
mesma altura. E a propriedade D que nos permite fazer esta
rotagdo da rede. Apds esta operagdo determina-se a posicao
exata da estrela no céu, ou seja, as suas coordenadas pois,

basta ver para que azimute estd a rede a apontar.
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