Do Pequeno Teorema de Fermat as
' Familias Gerais de Congruéncias




Neste artigo mostra-se como

a congruéncia associada

ao Pequeno Teorema de Fermat
admite versOes muito mais gerais,
que se podem demonstrar por
métodos de sistemas dinamicos

e de combinatdria.

Ilustram-se também as
contribui¢des mais importantes
para a obtencao destes resultados.

Pierre de Fermat (1601-1665) deu um contributo valioso
para o desenvolvimento da matematica. Nao deu, no en-
tanto, grande relevancia a publicagdo do seu trabalho, pelo
que a maior parte dos resultados a que chegou foram torna-
dos publicos ou através de correspondéncia que mantinha
com outros mateméticos ou pelas suas anotagdes, que vieram
a ser reveladas postumamente. As demonstragoes dos seus
resultados e conjeturas foram matéria de muito estudo por
parte de matemdticos mesmo até aos dias de hoje. De facto, s6
no final do século XX ¢ que foi provado o seu tltimo teorema,
prova essa que envolve ferramentas matemdticas ainda nao
conhecidas a época de Fermat. Existe, pois, alguma especu-
lacdo a volta da eventualidade de Fermat néo ter conseguido
provar os seus resultados ou de que as suas provas nao fos-
sem suficientemente rigorosas. O que ¢ facto ¢ que, de uma
forma ou de outra, Fermat chegou a resultados surpreenden-

tes e tinha um gosto por fazer conjeturas.

1. O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

De entre as dreas da matemética em que Fermat se empenhou,
a teoria dos niimeros terd sido a que mais o envolveu. Foi nes-
ta drea que ele descobriu um resultado que ficou conhecido
como Pequeno Teorema de Fermat. Apesar de hoje serem co-
nhecidas vérias provas, foi necessario quase um século para
que fosse conhecida uma prova (através de Euler, em 1736).
Apesar disso, terd sido Leibniz a prova-lo em primeiro lugar,
num trabalho que ndo publicou. Este teorema foi escrito numa
carta de Fermat para um seu correspondente, Bernhard Fré-
nicle de Bessy, em 1640, na qual referiu que néo enviava a de-

monstragdo por recear ser demasiado longa (ver [1], [2]).

Teorema 1.1. (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é um ni-
mero primo e a é um inteiro arbitrdrio ndo divisivel por p,
entdo p divideaP~! — 1.

Este teorema pode ser demonstrado recorrendo a vérias
técnicas matematicas e de vdrias dreas da matematica. Sendo
um resultado de teoria de nimeros, a prova mais natural é
a que surge da manipulagdo da divisibilidade de ntimeros.

A primeira demonstragdo publicada é da autoria de Euler
(ver [3]).

Demonstragdo. Do teorema binomial resulta
(a+1) =a” +1(mod p), M
pois, de facto,

(1) = 0 (mod p), @
para 0 < k < p. Subtraindo a4 + 1 de ambos os membros da
congruéncia (1),

(a+1)F —(a+1)=a? —a(mod p). 3

Por indugao, verifica-se, em primeiro lugar, que 17 —1 ¢
divisivel por p.

Suponha-se que a” —a é divisivel por p. Logo por (3),
(a4 1) — (a+1) é divisivel por p. Isto completa a prova por
indugdo de

a? =a(mod p). @

Assim, multiplicando esta tltima congruéncia pelo inver-
so multiplicativo de 2 (modp), obtém-se o resultado na forma
classica

a?~! =1 (mod p), 5)

onde a e p sdo primos entre si.

Observagio 1.2. Note-se que a formulagdo (4) é um pouco
mais geral do que a original (5), pois neste caso ndo ¢ neces-
sdrio que a e p sejam primos entre si, isto ¢, pode considerar-
-seuma € IN qualquer. No entanto, ndo deixam de ser duas
formulagdes equivalentes, pelo que por vezes o Pequeno Teo-
rema de Fermat é enunciado da forma (4).

Recentemente (2008) foi feita uma demonstragéo, da au-
toria de Bishop (ver [3]), que aplica técnicas jd conhecidas a
época de Fermat, mas que é original no sentido em que ainda

ndo tinha sido dada esta abordagem.

Demonstragdo. Para a prova de (5) considera-se que p é pri-
mo e fmpar, pois para o tinico primo par a prova ¢ trivial. Seja

Flx)y=xP"1-1 ©6)
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Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor da funcao

em torno de x = 1, obtém-se
1
fO)=(p-DE-Dtg5m@p-1p-2)(x-1)"+
1 o
 (p—IN(x—1P1?
Note-se que esta série pode ser obtida aplicando o teorema

ot

binomial a expressao
(1+(x=1))P -1 (8)

Considerem-se, agora, os valores de x divisiveis por p. Para
estes valores de x, f (x) é igual a um miltiplo de p menos 1,
logo néo é divisivel por p.

Considere-se agorax = kp + ¢, comc € Z e 0 < ¢ < p. En-
tdo da equagdo(6) (mod p), resulta

fkp+e) = £(c) (mod p). ©

Logo, ¢ apenas preciso considerar os valores de x tais que
O<x<p.

Agora utiliza-se a indu¢do matematica para provar o teo-
rema. O caso base é x = 1.. Note-se que f (1) = 0 e por isso
é divisivel por p. Suponha-se que f (1) é divisivel por p, com
0<n<p-—1, isto é nP~! —16 divisivel por p. Veja-se que

f (n+1)édivisivel por p.

Tem-se 1
fr)=(p-Ynt=(p-1) (p—2)n*+
+ooet (pil)! (pfl)!np_l- (10)
Como

o = Bl o)
resulta que
flnsl)=—n+n?—n*+. + (=1 (mod p). (12)
Entdo, f (1 + 1) é congruente com a soma duma progres-
sdo geométrica de razdo —#, o que, utilizando a respetiva f6r-

mula da soma, vem

_ —n+nP
fn+1)= e (mod p). (13)
Fatorizando esta tltima congruéncia, obtém-se
n(=1+4nP1)
)=—+-—-= d
fnD) T (modp) (14)

Como 0 < n < p—1,1+ nnéo é divisivel por p. Por hipé-
tese, nP~1 — 1 é divisivel por p, o que prova o resultado por

indugdo.

Nao obstante estas demonstragdes ndo oferecerem gran-

de dificuldade, existe uma alternativa muito mais intuitiva

e acessivel (mesmo a ndo matemdticos) que advém de con-
tagem de objetos. De facto, foi em 1872 que Petersen (ver [4])

apresentou a demonstragdo que se transcreve.

® 3 @‘

@ @
..‘®

Figura 1: llustragdo da demonstracdo do Pequeno

Teorema de Fermat por contagem de caixas.

Sejam p caixas, dispostas em circulo, para serem coloridas
com a cores. Existem, ao todo, a” formas de coloragdo pos-
siveis, e a formas de coloragdo se todas as caixas ficarem da
mesma cor. As restantes possibilidades de coloragdo a” — a
podem ser agrupadas em conjuntos de p elementos, uma
vez que as p rotagdes possiveis destas coloragdes sdo todas

distintas. Pelo que, p|a¥ —a.

Esta demonstragao recorre a conceitos que hoje em dia sdo
estudados de forma mais sistemdtica, com terminologia j4
estabelecida. Assim, os conceitos envolvidos sdo colares e pa-
lavras formadas por letras de um alfabeto. Aqui os colares re-
presentam classes de equivaléncia (rotagdes), as palavras re-
presentam formas de coloragdo e as letras sdo as cores dispo-
niveis na paleta (alfabeto). A nogdo precisa de colar apareceu
explicitamente num artigo de MacMahon em 1892 (ver [5]).
Estes objetos matematicos surgem numa drea da matematica
relativamente recente, a combinatdrica de palavras. Uma con-
tribuicdo decisiva nesta drea veio dos volumes escritos sob o
pseudénimo Lothaire, o primeiro dos quais [6] de 1983 e cujo
terceiro volume [7] foi publicado em 2005. No entanto, como
precursores desta temdtica estdo os trabalhos de investigagéo
de padroes de repeticdes em palavras feitos por Axel Thue
(artigos [8] e [9] de 1906 e 1912). Para mais detalhes na histéria
deste ramo da matemdtica ver [10].

Recentemente tem sido apresentada uma forma alterna-
tiva de demonstragdo recorrendo a sistemas dindmicos (ver,
por exemplo, [11], [12] e [13]). Em termos esquemdticos, a pro-

va dindmica é a seguinte.

@
? e
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Demonstragdo. Considere-se a aplicagdo Tp : [0,1] — [0,1]

definida por
ax (mod 1) sex#1

1 sex =1. (15)

0,7 -

06 -

04 -
03 -
02 1

0.1 4

0 T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 0,7 08B 09 1

Figura 2: Gréfico da aplicacdo T,.

E f4cil verificar que sendo 2 um niimero inteiro positivo, T,
tem a pontos fixos, por exemplo, por observagao do gréfico da
aplicagdo (figura 2).

Também néo é dificil mostrar que Va, b € IN, T, (Ty) = Ty,
e em especial que Va,n € IN, T} = Tpn.

Poroutrolado, verifica-se que os pontos periédicos de perio-
do p sdo os pontos fixos de T} = Tyr. Daqui resulta que exis-
tem exatamente a” — a pontos periédicos de T, cujo periodo

minimo é p. E isto implica que p| (a” — a) como pretendido.

1. Pierre de Fermat
(1601-1665)

2. Leonhard Euler
(1707-1783)

3. Julius Petersen
(1839-1910)

Outra demonstragdo possivel vem da teoria de grupos em
algebra. Fundamentalmente, a ideia é andloga a demonstra-
¢do acima, no sentido em que a ordem de um elemento de um
grupo finito divide a ordem do grupo (ver, por exemplo, [14]).

Em sintese, estas trés tltimas demonstragdes exploram
uma forma de contagem de objetos matemdticos que podem
ser agrupados em conjuntos de p elementos, onde p é um na-
mero primo. Destas trés, a prova elaborada por Petersen é a

mais trivial e intuitiva possivel.

2. GENERALIZAGCOES

Euler, autor da primeira demonstragdo do Pequeno Teorema
de Fermat, também foi o autor da primeira e mais conhecida
generalizacdo, a qual é também usualmente referida como
Teorema de Euler (ver, por exemplo, [1] e [15]). Nesse resulta-

do é usada a fun¢do de Euler (apresentada por volta de 1760).

Definigdo 2.1. Chama-se fungdo de Euler a fungdo ¢ (1) que
conta o nimero de inteiros positivos < 1, que sdo primos

com m, isto é, m.d.c. (1n, m) = 1.

Teorema 2.2. (Teorema de Euler) Sejam «, # inteiros tais que
m.d.c.(a,n) = 1, entdo

a?( =1 (mod ). (16)

Note-se que, no caso particular de n ser primo, (16) é o Pe-

queno Teorema de Fermat. No entanto, o Teorema de Euler é

vélido para qualquer inteiro positivo .

Demonstragdo (conforme [1]). Primeiro sup&e-se que n = pk,
com p primo, p faek > 0 e prova-se, por indugdo em k, que
a? () =1 (mod p"). (17)
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Para k = 1, a expressao (17) reduz-se a a%®) =1 (mod p)
que é o Pequeno Teorema de Fermat.

Suponha-se que (17) se verifica para certo k. Veja-se que
também se verifica para k + 1.

Por uma propriedade da fungdo de Euler
@ (P1) =pe (P°))
a1 — ()

= (a?0) .

Por (17) sabe-se que existe um inteiro g tal que ) =

tem-se

1+ gp*. Usando o teorema binomial, obtém-se
20 (a¢(vk))’7
()
e Qo
+ (p " 1) ()" "+ (o)
=1+ (}f) qp* (mod p**T)

k| (f)qpk. Aplicando este resultado a

Mas p|(}), pelo que p

dltima congruéncia, tem-se
a7 =1 (mod p**1) (18)
que conclui a prova por indugao de (17).

Considere-se m.d.c. (a,n) = 1 e a fatorizagdo de n em nu-
meros primos 1 = p}l‘lpéZ e plf. Para cada i€ {1,2,...,r}
aplique-se a congruéncia (17):

a‘P(p’k{) — 1 (mod p;{[ Y 19

Como ¢ (n) é divisivel por ¢ (Pf"), pode elevar-se cada

membro destas congruéncias a ¢ (1) /¢ ( p:.“) e obter

2 =1 (mod pf* ). (20)
Na medida em que os pi."' 530 primos entre si, obtém-se
a?" =1 (mod p’{l pgz cpkn (1)

que é o mesmo que (16).

Um grande salto na generalizagdo do Pequeno Teorema
de Fermat foi dado por Gauss, que descobriu uma forma de
construir congruéncias quaisquer que sejam os nimeros in-
teiros positivos a e n. Agora jd ndo ¢ exigido que a e n sejam
primos entre si. De acordo com Dickson [16] este resultado foi

conhecido a partir de um artigo péstumo de Gauss publicado

em 1863 que afirmava que se N = pi’l - p% onde py, -, ps
sdo primos distintos, entdo
S
F(a,N)= aN — ZaN/Pf + ZaN/PfP; _ Z aN/pipipx
i=1 i<j i<j<k

o (F1)SaN/Preps

é divisivel por N, para o caso particular de a ser primo. Nos
anos 1882 e 1883 foram dadas quatro demonstrag¢oes diretas
deste resultado por Kantor, Weyr, Lucas e Pellet. Porém, esta
forma de apresentagdo nido é nem muito elegante nem muito
pratica.

Na sua obra magistral Disquisitiones Arithmeticae’,
publicada em 1801 (ver [17] e [2]), Gauss é responsdvel pelo
desenvolvimento da linguagem e de notagdes em teoria de
nimeros e, em especial, da dlgebra de congruéncias. Esta

obra comeg¢a com uma defini¢do:

Se um ndmero a divide a diferenca entre dois nimeros b
e ¢, entdo diz-se que b e ¢ sdo congruentes, caso contrario

sdo incongruentes; e a é ele préprio chamado de médulo.

A notagdo usada por Gauss ¢ a usada nos dias de hoje
(neste exemplo, b = ¢ (mod a)) e possibilitou a construgdo
de uma dlgebra com a relacdo =. Nos primeiros capitulos,
Gauss introduz uma nova forma de cédlculo, a teoria das con-
gruéncias, que rapidamente ganhou aceitagdo geral e a sua
terminologia foi importante para a atual teoria dos niimeros.

Um dos mais conhecidos alunos de Gauss foi Mébius (ver
[18]). Foi seu estudante de astronomia tedrica na Universi-
dade de Goéttingen. Apesar de os seus principais trabalhos
terem sido nas dreas da geometria analitica e da topologia,
Mébius deu uma contribuigdo importante para consolidar a
generalizagdo feita por Gauss do Pequeno Teorema de Fer-
mat. De facto, conforme Dickson reporta em [16], foram dois
os contributos relevantes (1832): a fung¢ao de Mobius e a fér-
mula de inversdo de Mébius. A primeira permite escrever
o resultado com uma férmula bastante mais compacta e a
segunda foi importante no que se refere a construgdo de de-

monstragdes que se baseiam na contagem de objetos.

Definigdo 2.3. Para n = p{" p32... p;* a funcio de Mobius
it (1) é definida da seguinte forma:
Du(l)y=1
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i) ¢ (1) = 0 se algum a; > 2;

i)y (n) = (1) seay —ap = ... = oy = 1.

Observagio 2.4. A notagdo original desta fungdo era ay.

Teorema 2.5. (Férmula de inversao de Mdobius) Sejam £ e f
duas fungGes aritméticas relacionadas pela férmula

E(n) =) f (d)

dln

22)

entdo,

Fa) =Yu@F(5)=Yu(5)F@. @

dln dln

Com recurso a fungdo de Mdobius, o resultado de Gauss
pode entdo ser expresso da forma seguinte (o resultado é va-

lido mesmo que a néo seja primo).

Teorema 2.6. Para quaisquer g, n inteiros positivos,
Y p(d) a"'? = 0 (mod n). (24)
dln
Curiosamente, esta formulagdo néo foi realizada nem por
Gauss nem por Mobius, mas sim pelo matematico austriaco
Gegenbauer (1900).
A seguir apresenta-se uma demonstragdo (sugerida pelo

Prof. Nuno da Costa Pereira).

Demonstragdo. Suponha-se, em primeiro lugar, que n é di-

visivel por um tnico ndmero primo p. Sendo 1 = p* temos
AC) a"/d = g —qp

d‘]’l a—1 o a—1
—ar (ar’—r’ 71).

Sabendo que ¢ (pk) = p* — p*7%, o0 ntmero de inteiros

a—1

em [1, p*] primos com p* é ¢ (p*) = p* — p*~. Pode entdo
escrever-se

T = (a"’(”q) — 1). (25)

Sep | a,pelo Teorema de Euler, tem-sea?(*") =1 (mod p*).

Na hipétese de p ser divisor de a também p”* ' [a"" e como

p*~1 > 2071 > o segue-se que p¥|aP"™". Assim, em ambos os
casos se conclui que p* \apH (a‘f’(pm) - l) e portanto

" —a =0 (mod p"). (26)

Passa-se agora ao caso geral em que n se decompde num

produto de fatores primos da forma n = pj’ - -- pj;". Fixado

ke{l,... m}, sejan, = n/pik. Para cada divisor d de 1y de-

. e ~
signe-se by = a7i. Tem-se, entdo,

Yo (dya? = Y p(d)a™ !+ Y (dpy) a"

dln d|ny d|my
; . —1
= ) (b;’f s )
d|n

e da parte do enunciado jd estabelecida, resulta

B —b% =0 (mod p%) @)
se d|ny.
E pois
Y p(d)ya™? =0 (mod p*) (28)
d|n
e, portanto, também
Y u(d)a"" =0 (mod n) (29)

dln

. N~ . .
pois 0s P sdo primos entre si.

Johann Gauss
(1777-1855)

August M&bius
(1790-1868)

Leopold
Gegenbauer
(1849-1903)

'Foram feitas tradugdes em francés em 1807 (Paris) e em inglés em 1966

(Yale University Press)
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Outras demonstragdes conhecidas desta generalizacao
do Pequeno Teorema de Fermat devida a Gauss-Gegenbauer
envolvem a férmula de inversdo de Mobius. A ideia consiste
em identificar relagdes entre fungdes de contagem de objetos
com a propriedade (22). Dai, por (23), obtém-se a determina-
¢do explicita da férmula de contagem da cardinalidade de
um conjunto de objetos que, a partida, se sabe que ¢é possivel
agregar em grupos (ou classes de equivaléncia) de 1 elemen-
tos. Assim resulta a congruéncia médulo 1. Exemplos de de-
monstragdes deste tipo sdo as que recorrem aos colares e as
que resultam do sistema dinamico (15).

Este resultado também pode ser apresentado sob uma for-
ma combinatdrica. Para isso introduz-se a devida terminologia.

Conforme a notagdo de J. Matousek e J. Neset¥il [19] e de

acordo com o exposto em [20] tem-se o que se segue.

Definigao 2.7. Denota-se por Cj{l’z"” ko conjunto de todos os
subconjuntos de {1,2,- - -, k} com j elementos.

Assim, & € C]-{l’z""’k}
tintos de {1,2,--- ,k}. Sem perda de generalidade, escreve-
-sed € clV2 okt qa forma s = {51,62, . ,5'}, onde 0s §;, com

] ]
i=1,...,j,s80 os elementos de J.

¢ um conjunto de j elementos dis-

Teorema 2.8. Sejam a e n inteiros positivos cuja fatori-
zagdo em numeros primos de n € n = pil péz e p;;" e seja
P = p1py - - - py- Entao,
k s s
Y Y (— 1) a398% = 0 (mod n)  (30)

j=0 Jecf{m'h/m'pk}
Demonstragdo. O duplo somatério é simplesmente uma
soma sobre todos os divisores de P. Notando ainda que
(fl)k = u(P)e que (1) = u (5152 .- ~(5j), este toma a for-

ma de Yy (dp) ard
d|p 3N
Substituindo d por P/d, obtém-se o seguinte
Y p(dyat, @2)
d|P

No entanto, como y (d) = 0 se d|n e d 1 P, este somatério é
igual a

Y p(d)at. (33)

d|n

Por (24) obtém-se o resultado pretendido.

Exemplo 2.9. Para n = 105 tem-se a seguinte congruéncia,

vélida para todooa € N
a'® g g — g 107 445 44 — 0 =0 (mod 105). (34)

A vantagem desta tltima formulagio é a de fornecer um al-
goritmo para construgdo de congruéncias. Este consiste nos
passos:

1. Todas as parcelas tém o fator a"/?. Isto corresponde a
diminuir em uma unidade o expoente de cada fator primo;

2. O expoente de cada parcela multiplica-se por um divi-
sor de P. Existem tantas parcelas quantos os divisores de P;

3. O sinal da parcela depende do nimero de fatores primos
que foram multiplicados no passo 2. A parcela cujo divisor de
P é o préprio P fica com sinal positivo. Com menos um fator
primo troca-se o sinal. Por cada fator primo a menos, faz-se

uma troca de sinal.

Como nota final ¢ interessante salientar a diversidade de
possiveis generalizagdes do Pequeno Teorema de Fermat.
O livro de Dickson [16] sobre a histéria da teoria de nime-
ros é bem ilustrativo. Assim, quando o resultado de Gauss-
-Gegenbauer parece encerrar a questdo da generalizacdo do
resultado, surgem também generaliza¢oes desta tdltima con-
gruéncia.

Como exemplo de generalizagdo do Teorema de Gauss-
-Gegenbauer existe um resultado de Axer, publicado em 1911,
que inclui somas de polinémios em vez de somas de potén-

cias simples (ver [16]).
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