
Do Pequeno Teorema de Fermat às 
Famílias Gerais de Congruências



Ppara o desenvolvimento da matemática. Não deu, no en-
tanto,  grande  relevância  à  publicação  do  seu  trabalho,  pelo  
que a maior parte dos resultados a que chegou foram torna-
dos públicos ou através de correspondência que mantinha 

prova essa que envolve ferramentas matemáticas ainda não 
conhecidas à época de Fermat. Existe, pois, alguma especu-
lação à volta da eventualidade de Fermat não ter conseguido 
provar os seus resultados ou de que as suas provas não fos-

forma ou de outra, Fermat chegou a resultados surpreenden-

De entre as áreas da matemática em que Fermat se empenhou, 
a teoria dos números terá sido a que mais o envolveu. Foi nes-

-
nhecidas várias provas, foi necessário quase um século para 

Apesar disso, terá sido Leibniz a prová-lo em primeiro lugar, 
num trabalho que não publicou. Este teorema foi escrito numa 
carta de Fermat para um seu correspondente, Bernhard Fré-
nicle de Bessy, em 1640, na qual referiu que não enviava a de-
monstração por recear ser demasiado longa (ver [1], [2]).

Neste artigo mostra-se como  
a congruência associada  
ao Pequeno Teorema de Fermat 
admite versões muito mais gerais,  
que se podem demonstrar por 
métodos de sistemas dinâmicos  
e de combinatória.  
Ilustram-se também as  
contribuições mais importantes  
para a obtenção destes resultados.

Teorema 1.1. (Pequeno Teorema de Fermat).

Este teorema pode ser demonstrado recorrendo a várias 
técnicas matemáticas e de várias áreas da matemática. Sendo 
um resultado de teoria de números,  a prova mais natural é 
a que surge da manipulação da divisibilidade de números.

A primeira demonstração publicada é da autoria de Euler 

Demonstração. Do teorema binomial resulta
 ,                        (1) 

pois, de facto,
,                                   (2) 

para . Subtraindo  de  ambos  os  membros  da  
congruência (1),

  é 
divisível por p.

Suponha-se que  é  divisível  por  p
 é divisível por p

indução de
.                                    (4) 

Assim, multiplicando esta última congruência pelo inver-
so multiplicativo de a (modp), obtém-se o resultado na forma 
clássica

onde a e p são primos entre si.                                                    

Observação 1.2. Note-se que a formulação (4) é um pouco 
-

sário que a e p -
-se um  qualquer. No entanto, não deixam de ser duas 

-
rema de Fermat é enunciado da forma (4).

-

época de Fermat, mas que é original no sentido em que ainda 
não tinha sido dada esta abordagem.

Demonstração.  p é pri-

.                                   (6)



Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor da função 
em torno de , obtém-se

 
                  

Note-se que esta série pode ser obtida aplicando o teorema 
binomial à expressão

                                   (8) 
Considerem-se, agora, os valores de x divisíveis por p. Para 

estes valores de  é igual a um múltiplo de p menos 1, 
logo não é divisível por p. 

Considere-se agora , com . En-
tão da equação(6) (mod p), resulta

Logo, é apenas preciso considerar os valores de x tais que 
.

Agora utiliza-se a indução matemática para provar o teo-
rema. O caso base é . Note-se que  e por isso 
é divisível por p. Suponha-se que  é divisível por p, com 

  isto é,   é divisível por p
 é divisível por p.

Tem-se
            

.                 (10)
Como 

+
,        (11)

resulta que
.     (12)

Então,  é congruente com a soma duma progres-
são geométrica de razão , o que, utilizando a respetiva fór-
mula da soma, vem

Fatorizando esta última congruência, obtém-se

.                   (14)
Como ,  não é divisível por p. Por hipó-

tese,  é divisível por p, o que prova o resultado por 
indução.                                              

-

e  acessível  (mesmo a  não  matemáticos)  que  advém de  con-

apresentou a demonstração que se transcreve.

p caixas, dispostas em círculo, para serem coloridas 
com a cores. Existem, ao todo,  formas de coloração pos-
síveis, e a
mesma cor. As restantes possibilidades de coloração  

p elementos, uma 
vez que as p
distintas. Pelo que,  

estabelecida. Assim, os conceitos envolvidos são colares e pa-
lavras formadas por letras de um alfabeto. Aqui os colares re-

-
presentam formas de coloração e as letras são as cores dispo-
níveis na paleta (alfabeto). A noção precisa de colar apareceu 

relativamente recente, a combinatórica de palavras. Uma con-
tribuição decisiva nesta área veio dos volumes escritos sob o 

precursores desta temática estão os trabalhos de investigação 

deste ramo da matemática ver [10].
-

tiva de demonstração recorrendo a sistemas dinâmicos (ver, 
-

va dinâmica é a seguinte.



Demonstração. Considere-se a aplicação 

  

Outra demonstração possível vem da teoria de grupos em 
álgebra. Fundamentalmente, a ideia é análoga à demonstra-
ção acima, no sentido em que a ordem de um elemento de um 

p elementos, onde p é um nú-
mero primo. Destas três, a prova elaborada por Petersen é a 
mais trivial e intuitiva possível.

Euler, autor da primeira demonstração do Pequeno Teorema 
de Fermat, também foi o autor da primeira e mais conhecida 
generalização, a qual é também usualmente referida como 

-

 Chama-se função de Euler à função  que 
conta o número de inteiros positivos , que são primos 
com m, isto é, m.d.c. (n, m) = 1.

Teorema 2.2. (Teorema de Euler)

(16)
Note-se que, no caso particular de n ser primo, (16) é o Pe-

queno Teorema de Fermat. No entanto, o Teorema de Euler é 
válido para qualquer inteiro positivo n.

Demonstração , 
com p primo,  e  e prova-se, por indução em k, quek

a um número inteiro positivo, 
tem a

Também não é difícil mostrar que , , 
e em especial que   

do p . Daqui resulta que exis-
tem exatamente  pontos periódicos de 
mínimo é p. E isto implica que  como pretendido.   como pretendido.  



Para , 
que é o Pequeno Teorema de Fermat.

k
 

Por uma propriedade da função de Euler
   

tem-se                           

q tal  que  
. Usando o teorema binomial, obtém-se

Mas , pelo que . Aplicando este resultado à 
última congruência, tem-se

                            (18)

Considere-se  e a fatorização de n em nú-
meros primos . Para cada   

   

Como  é  divisível  por  , pode elevar-se cada 
membro destas congruências a  e obter

.                                   (20)
Na medida em que os  são primos entre si, obtém-se 

                         (21)
que é o mesmo que (16).              

  

Um grande salto na generalização do Pequeno Teorema 
de Fermat foi dado por Gauss, que descobriu uma forma de 

-
teiros positivos a e n a e n

conhecido a partir de um artigo póstumo de Gauss publicado 

, onde  
são primos distintos, então

 
é divisível por N, para o caso particular de a ser primo. Nos 

forma de apresentação não é nem muito elegante nem muito 
prática.

Na sua obra magistral Disquisitiones Arithmeticae ,  

números e, em especial, da álgebra de congruências. Esta 

Se um número a divide a diferença entre dois números b 
e c, então diz-se que b e c são congruentes, caso contrário 

a é ele próprio chamado de módulo.

(neste exemplo, ) e possibilitou a construção 
de uma álgebra com a relação . Nos primeiros capítulos, 
Gauss introduz uma nova forma de cálculo, a teoria das con-
gruências, que rapidamente ganhou aceitação geral e a sua 
terminologia foi importante para a atual teoria dos números.

Um dos mais conhecidos alunos de Gauss foi Möbius (ver 
[18]). Foi seu estudante de astronomia teórica na Universi-
dade de Göttingen. Apesar de os seus principais trabalhos 
terem sido nas áreas da geometria analítica e da topologia, 
Möbius deu uma contribuição importante para consolidar a 
generalização feita por Gauss do Pequeno Teorema de Fer-

-
mula de inversão de Möbius. A primeira permite escrever 
o  resultado  com uma fórmula  bastante  mais  compacta  e  a  
segunda foi importante no que se refere à construção de de-

Para , a função de Möbius 

i) 

. . .



ii) 

iii) 

Observação 2.4. A notação original desta função era .

Teorema 2.5. (Fórmula de inversão de Möbius)

                                 (22)

Com recurso  à  função  de  Möbius,  o  resultado  de  Gauss  
pode então ser expresso da forma seguinte (o resultado é vá-
lido mesmo que a

Teorema 2.6. Para quaisquer a, n inteiros positivos,
.                         (24) 

Curiosamente, esta formulação não foi realizada nem por 
Gauss nem por Möbius, mas sim pelo matemático austríaco 

A seguir apresenta-se uma demonstração (sugerida pelo 
Prof. Nuno da Costa Pereira).

Demonstração. Suponha-se, em primeiro lugar, que n é di-
visível por um único número primo p. Sendo  temos

Sabendo que , o número de inteiros 
em  primos com  é . Pode então 
escrever-se

Se , pelo Teorema de Euler, tem-se  . 
Na hipótese de p ser divisor de a também   e como 

 segue-se que . Assim, em ambos os 
casos se conclui que  e portanto 

.                        (26) 
Passa-se agora ao caso geral em que n

produto de fatores primos da forma . Fixado 
. Para cada divisor d de de-

signe-se . Tem-se, então,

                       
se 

                        (28)

e, portanto, também

pois os  são primos entre si.             



do Pequeno Teorema de Fermat devida a Gauss-Gegenbauer 
envolvem a fórmula de inversão de Möbius. A ideia consiste 

-
ção explícita da fórmula de contagem da cardinalidade de 

agregar em grupos (ou classes de equivalência) de n elemen-
tos. Assim resulta a congruência módulo n. Exemplos de de-

Este resultado também pode ser apresentado sob uma for-
ma combinatórica. Para isso introduz-se a devida terminologia.

acordo com o exposto em [20] tem-se o que se segue.

 Denota-se por 
 com j elementos.

Assim, j elementos dis-
tintos de . Sem perda de generalidade, escreve-
-se  da forma , onde os , com 

, são os elementos de .

Teorema 2.8.

 

Demonstração.  O  duplo  somatório  é  simplesmente  uma  
soma sobre todos os divisores de P. Notando ainda que

 e que , este toma a for-
ma de

Substituindo d por P/d, obtém-se o seguinte

No entanto, como  se  e , este somatório é 
igual a

 .

Por (24) obtém-se o resultado pretendido.                            

Exemplo 2.9. Para n
válida para todo o 

A vantagem desta última formulação é a de fornecer um al-
goritmo para construção de congruências. Este consiste nos 
passos:

1.  Todas  as  parcelas  têm o  fator  

2. O expoente de cada parcela multiplica-se por um divi-
sor de P. Existem tantas parcelas quantos os divisores de P

P é o próprio P
primo troca-se o sinal. Por cada fator primo a menos, faz-se 
uma troca de sinal.

-
ros é bem ilustrativo. Assim, quando o resultado de Gauss-
-Gegenbauer parece encerrar a questão da generalização do 

-
gruência.

Como exemplo de generalização do Teorema de Gauss-

que inclui somas de polinómios em vez de somas de potên-
cias simples (ver [16]).

A autora agradece a contribuição do Prof. Nuno da Costa Pe-

Gauss-Gegenbauer.
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