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Serd que ainda é possivel formular problemas interessantes em geometria plana?

Vamos apresentar trés exemplos no contexto da geometria de incidéncia combi-

natdria, uma drea que muito deve a imaginacdo do incansdvel Paul Erdds.

Iremos considerar configuragdes finitas de pontos e rectas
no plano euclidiano, embora os enunciados aqui discuti-
dos fagam sentido em contextos mais gerais, substituindo R?
por R" por exemplo, e as rectas por circunferéncias ou outras

curvas algébricas.

1. SZEMEREDI-TROTTER

Dado um ponto P e uma recta r no plano, dizemos que P inci-
de com r se P pertencer a recta r.

Problema 1. Dados 1 pontos e m rectas no plano, qual o nd-
mero maximo de incidéncias possivel?

Denotando por [ = I(n,m) o nimero maximo de incidén-
cias referido no problema, sabemos que I < nm, mas serd que
existe alguma configuragdo de pontos e rectas que atinja este
valor? Certamente que ndo, excepto nos casos degenerados:
todos os pontos numa tinica recta, ou todas as rectas a passar
num ponto tinico comum. A obstrugdo reside naturalmente
no postulado de Euclides que afirma que por dois pontos
passa uma tnica recta. Um resultado bastante ttil e que foi
conjecturado por Erdgs dd-nos o melhor valor assimptético
possivel para I(n, m).

Teorema 1 (Szemerédi-Trotter) Dados n pontos e m

rectas no plano, o nimero de incidéncias ndo excede

O (n*3m?/3 + n+m) e ha configuragdes de pontos para as

quais este limite superior é assimptoticamente atingido.

Existem diversas demonstracdes deste resultado desde
a inicial [1]. Székely em [2] usou o método probabilistico de
Erd6és e uma medida do grau de planaridade de um grafo,
conhecido pelo niimero de cruzamentos, e que corresponde ao
nimero de intersecgdes minimo entre todas as representa-
¢oes de um grafo no plano, para demonstrar o resultado de
Szemerédi-Trotter. O argumento de Székely admite diversas
generalizagdes, por exemplo podemos considerar configura-
¢Oes de pontos e circunferéncias ou outras curvas desde que
estas se intersectem num ntimero uniformemente limitado

de pontos.

2. NUMERO DE DISTANCIAS DISTINTAS

O problema seguinte foi proposto por Erdés em [3] hd cerca

de 60 anos.

Problema 2. Qual o nimero minimo de distancias distintas

determinado por um conjunto de n pontos no plano?
Definimos uma fungdo (1) como sendo o ntimero mini-

mo possivel de distdncias determinadas por conjuntos S com

|S| = n. Por exemplo, f(3) = 1e f(4) = 2, onde os pontos séo,
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respectivamente, vértices de um tridngulo equildtero e de um
quadrado. Um conjunto de n pontos colineares equidistantes
entre si definem n — 1 distancias distintas, o que mostra que
embora o nimero de distancias possivel seja quadratico (3),
a fungdo f (1) é no maximo linear.

Erd6s mostrou que

Vi < f(n) < n/log(n)'/?

e conjecturou que a fungdo f(n) deveria ser linear a menos de
um factor logaritmico. O majorante quase linear corresponde
auma grelha de pontos de tamanho /1 por /1 . Determinar
o numero de distancias distintas nesta grelha é equivalente
ao problema cldssico em teoria de niimeros de representar
um natural como soma de dois quadrados. Para obter o mino-
rante /n basta fixar um ponto P € S e considerar todas as cir-
cunferéncias com centro em P e que passam por algum ponto
de S. Dizemos que estas circunferéncias cobrem o conjunto
S. Se existirem pelo menos circunferéncias com centro em
P o resultado jé esta provado. Caso contrdrio, terd de existir
uma circunferéncia com pelo menos n pontos e consequente-
mente, uma semicircunferéncia com pelo menos 4 pontos.
As distancias entre um ponto extremo desta semicircunfe-
réncia aos outros pontos sdo necessariamente distintas, de
onde resulta o minorante f (1) > /n.

A estimativa assimptética da funcgdo f(n) foi sucessi-

2/3 por Leo Moser em 1952,

vamente melhorada f(n) > n
f(n) > n%7 por Fan Chung em 1984, f(n) > ’f:—ﬁ por Fan
Chung, Endre Szemerédi e W. T. Trotter em 1992, f(n) >> n/5
por Ldsz16 Székely em 1993, f(n) > n®/7 por Jézsef Solymosi
e C. D. Téth em 2001.

O problema foi finalmente resolvido em 2011 por Netz
Katz e Larry Guth [4], sendo previsivel que as técnicas desen-
volvidas e usadas no argumento venham a ser tteis noutros
problemas.

Teorema 2 (Guth e Katz). f(n) > %

O argumento usa diversas ideias, combinadas de modo
bastante engenhoso.

Uma delas é considerar a geometria das transformagdes
rigidas do plano, em vez de considerar simplesmente pontos
e rectas. Sendo poderosa, esta é uma ideia bastante natural,
uma vez que as distancias sdo preservadas por estas trans-

formacgoes.

Outra ideia central é o uso do conhecido teorema da san-
dwich, o qual nos diz, por exemplo, que, dados dois con-
juntos limitados no plano, existe necessariamente uma
recta que divide os dois simultaneamante ao meio, ou em
dimensdo 3: dados trés conjuntos limitados (mensurdveis)
no espago, existe um plano que divide os trés (pdo, queijo
e fiambre) ao meio. Se em vez de rectas e planos usarmos um
conjunto polinomial podemos generalizar este tipo de resul-
tado. Estes resultados sdo continuos, mas tém equivalentes
naturais discretos mais relevantes para o nosso problema.
Com estes ingredientes podemos obter uma subdivisao equi-
librada do conjunto de pontos inicial através de uma curva
polinomial P(x, y) = 0, que o divide em células que tém, essen-
cialmente, 0 mesmo ntimero de pontos. E a partir daqui basta

fazer as contas como alguém com razdo dizia.

3. UMA CONJECTURA DE ULAM

Terminamos com um pequeno desafio ao leitor e uma conjec-
tura de Ulam.

Desafio. Construir um conjunto de 7 pontos ndo colineares
no plano de modo a que todas as distdncias entre pares de

pontos sejam nimeros inteiros.

Na verdade existem configuragdes no plano com um nu-
mero arbitrariamente grande de pontos tais que todas as
distancias sdo inteiras. Nao existe no entanto um conjunto
infinito de pontos no plano (ndo colineares) com todas as dis-
tancias inteiras. O argumento é simples desde que o leitor se
lembre da defini¢do geométrica de hipérbole e foi obtido por
Erd6s e Anning,.

E se em vez de distancias inteiras considerarmos distan-
cias racionais, serd que os problemas sdo equivalentes? Na-
turalmente para configuragdes finitas podemos transformar
uma configuragdo racional numa em que as distancias sdo
inteiras através de uma ampliacdo. No entanto, surpreenden-
temente, existem conjuntos infinitos de pontos com todas as
distancias racionais!

Em [5] demonstra-se que as unicas curvas algébricas irre-
dutiveis que podem conter um conjunto infinito racional de
pontos sdo as rectas e as circunferéncias. Assim, nédo é pos-
sivel, por exemplo, escolher um conjunto infinito racional de

pontos numa pardbola.
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Terminamos apresentando uma conjectura que, para va-

riar, foi sugerida por Ulam a Erdés.

Conjectura (Ulam 1945). Ndo existem conjuntos densos de

pontos no plano com todas as distancias racionais.
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