=3
=
B
iy
=i
I

Os Cubos do Principe

ANTONIO PEREIRA ROSA
Escola Secundaria Maria Amalia Vaz de Carvalho

antoniopereirarosa@gmail.com

%

GAZETA DE MATEMATICA -




INTRODUCAO

Suponhamos que dispomos de um cubo de pedra ou madeira
e nele escavamos um ttnel. Se a secgdo desse tdnel for um
quadrado, serd certamente possivel usa-lo para fazer passar
um novo cubo (possivelmente mais pequeno do que o primei-
ro) através do cubo inicial. No século XVII, o principe Rupert’,
sobrinho do rei Carlos I de Inglaterra, colocou, na forma de
uma aposta, uma questdo cuja resposta parece ser obviamente
negativa: serd possivel fazer passar um cubo maior (ou igual,
nalgumas versdes da histéria) através do cubo original? A
surpreendente resposta é Sim! e foi dada alguns anos mais
tarde por John Wallis®.

Neste trabalho veremos como é possivel obter este resul-
tado com conhecimentos a nivel de 11¢ ano de Matematica A
(cursos de Ciéncias e Tecnologias ou de Ciéncias Socioecond-
micas) ou de Matemética B e Geometria Descritiva (curso de
Artes Visuais) e referiremos brevemente uma outra solugio
para o problema, obtida em finais do século XVIII pelo mate-

matico holandés Pieter Nieuwland?.

A SOLUGCAO DE WALLIS

A solucao de Wallis para a questdo dos cubos do principe
baseia-se na sua redu¢do a um problema de geometria pla-
na, a inser¢do de um quadrado num hexdgono regular. Wallis
procurou uma solu¢do com uma caracteristica adicional, ndo
exigida na formulagdo da aposta: o “ttinel” de sec¢do quadra-

da a “escavar” no cubo vai ter como eixo principal a diagonal

espacial, pelo que o centro de cada quadrado que representa a
seccdo do “ttinel” fica sobre essa diagonal.

Consideremos um cubo de aresta 1; vamos determinar a
sua projecgdo ortogonal sobre um plano contendo um vértice
e perpendicular a diagonal espacial que passa por esse mes-
mo vértice. Comecemos por escolher a posi¢do do nosso cubo
num referencial o.n. directo de R®. Uma ideia natural consiste
em fazer coincidir um dos vértices do cubo com a origem, to-
mar como recta suporte da diagonal espacial que por ele passa
o0 eixo Oz e projectar o cubo sobre o plano xOy (a posi¢do do

cubo da Ribeira, ver a figura 1).

"Rupert do Reno (1619-1682), general, almirante e administrador colonial
inglés. Foi artista de mérito e membro fundador da Royal Society, distin-
guindo-se pelas suas descobertas em metalurgia e gravagdo de imagens;

veja-se [5].

2 John Wallis (1616-1703) foi o principal matematico inglés da gera-
¢do anterior a Newton. Deixou o seu nome ligado ao estudo das coni-
cas por meio da geometria analitica e aos métodos infinitesimais, no-
meadamente ao calculo de integrais e ao conhecido produto de Wallis
T 2X2X4AX4X6X6X.

571><3><3><5><5><7><,.,;Veja-se[l]ou[3]'

3 Pieter Nieuwland (1764-1794), matemético, quimico e poeta, foi profes-
sor na Universidade de Leiden; nada publicou em vida sobre o problema
dos cubos e a sua contribuigdo foi dada a conhecer apenas em 1816, num
livro de geometria escrito por um dos seus professores, . H. van Swin-
den, que a tinha encontrado no espdlio de Nieuwland. Para a histéria do
problema, nomeadamente no que diz respeito as contribui¢des dos ma-
tematicos referidos, consulte-se [6] ou [2], que contém uma versio algo

diferente da histéria do problema dos cubos.

Apostar que se consegue fazer passar um cubo de aresta

31 por um cubo de aresta 30? Uma aposta para perder!

No entanto, no século XVII, o principe Rupert fé-la... e

ganhou.
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Esta escolha tem o inconveniente de levar a cdlculos
desnecessariamente complicados: por exemplo, o outro ex-
tremo da diagonal espacial em causa terd as coordenadas
(0,0,V12+12+11) =

tos do cubo tém cota ndo negativa) e para os restantes vértices

(0,0,/3) (supondo que todos os pon-

o resultado é ainda pior. Assim, vamos considerar o cubo de
vértices
A(1,0,0), B(1,1,0), C(0,1,0), 0(0,0,0), D(1,0,1),
E(@1,1,1), FO11) e G(0,0,1)

Figura 2

(figura 2) e fazer a sua projecgdo sobre o plano
7T, que passa na origem e é perpendicular a recta DE. Como
DE=E-D= (1,1,1), resulta imediatamente que o plano 7
pode ser definido por x +y +2z = 0.

Para cada ponto X € RR3, seja X" a sua projecgio sobre o pla-
no 7 é 6bvio que O’ = O e que E’ = O. Vejamos como deter-
minar as imagens dos seis restantes vértices do cubo, que vao

definir um hexdgono no plano n (figura 3).

XA+ v+z=0

Figura 3

Seja entdo A(1,0,0); para determinar A’ basta obter a inter-
seccdo da recta 4, que incide com o ponto A e tem como vector
director DE = (1,1,1) com o plano 7. A referida recta pode
ser definida pelas equagdes

x—=1 y-0

- - 7

1 1 1

resolvendo o sistema

obtemos
2 1 1
, —_ — —_—
A (3’ 3’ 3)'

As coordenadas dos restantes vértices do hexdgono podem
ser obtidas de forma andloga, pelo que nos limitamos a indi-

car os resultados:

11 2 12 1 1 21
"z c,-2),c(-3,5-2),D(%,-%,=
B <3/3I 3>IC< 3’3/ 3)/ <3/ 3[3)]

211 1 12
! _= - = /! _ - _ - =
F< 3’3’3>’G< 3’ 3’3)'

Para comprovar que o hexégono é regular, basta:

1) Calcular os comprimentos A’D’, D'G’,G'F',F'C’,C'B’ e

B’ A’ e verificar que sdo todos iguais.
2) Constatar que os angulos internos de vértices A, D', G/,
F’, C’ e B’ tém amplitude 120°.

Vejamos, a titulo de exemplo, os cédlculos de A’D’ e de
A'D'G

() G () ()

— —
A'D'G' = D'A"D'G" = cos™! <:ﬁ—D/A/'D/G/ )
= =
1" A" > I’

1 -1/3
= cos ——_——
V2/3x+/2/3
= cos 1(=1/2) = 120°
Concluimos assim a primeira parte do nosso programa, a
redugdo a uma questdo de geometria plana: serd possivel ins-

crever num hexdgono regular de lado v/2/3 um quadrado de

lado superior a 1?
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Consideremos a figura seguinte:

P

Figura 4

Nela estd representado um hexdgono regular [ABCDEF],
centrado na origem e de lado v/2/3, no qual pretendemos ins-
crever um quadrado de lado superior a 1; a simetria da figura
sugere o tragado do quadrado (também centrado na origem)
a partir das suas diagonais, que vao ser as bissectrizes dos
quadrantes. Como o lado do hexdgono inscrito numa circun-

feréncia é igual ao raio, os pontos A e B tém as coordenadas

(V2/3,0) e /2/3(cos60°,sin60°) = (%\/g, g) B

respectivamente, pelo que a recta AB pode ser definida por
¥ = —V3x+ V2. Para determinar as coordenadas do ponto

G, basta resolver o sistema

y=x
y=—V3x+V2
V6 —12

cujasolugio éx =y = —

Vemos assim que o lado do quadrado é 2x = /6 — v2 > 1
e segue-se o resultado. Conclui-se ainda que o maior cubo que
pode atravessar um cubo de aresta 1 quando se usa o método de
Wallis tem de aresta /6 — v/2 ~ 1.035;em particular, um cubo

de aresta 31 pode atravessar um cubo de aresta 30!

UM PROCESSO ALTERNATIVO
Wallis e os seus contemporaneos utilizaram um processo di-
ferente do descrito na sec¢do anterior para estudar a projecgdo

do cubo sobre o plano 7; recorreram a técnicas que actualmen-

te sdo estudadas em Geometria Descritiva (veja-se [4] ou [6]).
Admitiram como 6bvio que a projecgdo do cubo é um he-
xdgono regular e determinaram o seu lado por um raciocinio
muito simples. Repare-se que a diagonal facial [DF] do cubo,
de comprimento /2, é paralela ao plano 7, pelo que o seu com-
primento néo é alterado pela projeccdo. Assim?, representan-

do por X o ponto médio de [DF], tem-se que (ver figuras 5 e 6):

Figura 5
Figura 6
e DX = \/5/2;
. DX
* no tridngulo rectdngulo [DXG], sen 60° = ioTel

donde

V3/2 V3

A redugéo do problema dos cubos a inscri¢do de um qua-

Van=2L 5o V22_ 2

drado num hexdgono estd assim concluida e o estudo prosse-
gue como anteriormente. Esta apresentacado alternativa, para
além de ter interesse histérico, permite que o problema dos
cubos seja apresentado a alunos de Matemética B do curso
de Artes Visuais, que tém bons conhecimentos de Geometria
Descritiva mas que pouco sabem de geometria analitica no

espago.

*Para evitar sobrecarregar as figuras, utilizimos as mesmas letras para os

vértices do cubo e para as suas projecgdes.
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A CONTRIBUIGAO DE NIEUWLAND
Pieter Nieuwland abordou o problema dos cubos de uma
perspectiva diferente; deixou cair a restri¢do de Wallis de que
o eixo do “ttinel” deveria coincidir com uma diagonal espacial
e procurou determinar a secgdo quadrada de maior lado que é
possivel obter seccionando o cubo unitario por um plano. Nao
vamos fazer aqui a prova de que a secgdo que ele encontrou é
efectivamente a maior possivel (o leitor interessado pode en-
contrd-la em [2]), limitando-nos a apresenta-la e a mostrar que
o lado da secgdo é maior do que o lado do quadrado de Wallis.
Consideremos os trés pontos P(1, 1/4, 0), Q@3/4, 0, 1)
e RO, 3/ 4, 1). Verifica-se imediatamente que P € [AB],
Q € [DG] eR € [FG]. O plano PQR, que pode ser definido
por 4x +4y +2z —5 = 0, intersecta a aresta [BC] no ponto
5(1/4, 1, 0) (ver figura 7).

Figura 7

Afirmamos que o quadrildtero [PQRS] é um quadrado, de
lado 3+/2/4; como este ndmero é ligeiramente superior a 1,06,
temos aqui uma solugdo de lado superior a de Wallis. Para

comprovar estas afirmagoes, basta:

1) Calcular os comprimentos PQ, OR, RS e PS e verificar
que sdo todos iguais a 3v/2/4.

2) Constatar que os angulos internos de vértices P, Q, R e

S sdo rectos.

Como os célculos sdo muito semelhantes aos feitos ante-

riormente, vamos fazé-los apenas para o lado [PQ] e o 4ngulo
POR.

S B R

* O angulo PQR é recto, pois
11 33
Para concluir, e a titulo de curiosidade, reparemos que a

seccdo de drea méaxima tem drea racional:

2
3v2)\" _9
4 8
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