As mudangas da intensidade do campo magnético da
Terra (excursdes geomagnéticas) geram frequentemente
auroras polares.Trata-se de um fenémeno 6ptico,

que decorre do impacto de ventos solares e poeiras
espaciais, reencaminhadas pelo campo magnético da Terra.
Normalmente, sdo vis atitude
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Existem evidéncias geoldgicas de

que o polo magnético da Terra muda

de orientacdo de tempos a tempos,
assumindo um comportamento
aparentemente cadtico. Modelar a
variacdo do campo geomagnético estd
longe de ser um assunto completamente
compreendido. Alguns fisicos acreditam
que redes heteroclinicas estruturalmente
estdveis sdo o conceito matematico
responsdvel pela dindmica do campo
magnético da Terra. Este artigo aborda,
de uma forma acessivel, um modelo
matemadtico que explica as mudangas

de polaridade do campo geomagnético
e é destinado a qualquer leitor curioso,
que ndo possua, necessariamente
conhecimentos muito especializados

de matematica. A exposicao dé a
conhecer um dos assuntos que mais
tem despertado a aten¢do no ambito

do geomagnetismo e, no final, é
complementada com simulag¢des
numéricas.

1. INTRODUGAO

A Terra comporta-se como um iman de proporgoes gigantes-
cas, em redor da qual existem curvas de forca fechadas com
a mesma intensidade do campo magnético. A magnitude do
campo geomagnético foi medida pela primeira vez por K. F.
Gauss em 1835 e tem sido analisada repetidamente desde en-
tdo, observando-se um decaimento linear dessa intensidade a
uma taxa de 5% por século [12]. De uma forma geral, a histé-
ria do campo magnético da Terra pode ser descrita grosseira-
mente como um dipolo axial, onde o p6lo Norte geografico se
localiza bastante préximo do pélo Norte magnético como es-
quematizado na figura 1 (a) — é esta proximidade que promo-
ve o bom funcionamento da btissola: 0 magneto setentrional
da agulha magnética da bussola determina o norte da Terra
por ser atraido pelo pélo sul magnético do planeta.

Em cada ponto da superficie do planeta Terra, a amplitude
do angulo entre o vector que aponta para o norte magnético
(determinado pela bussola) e o vector que aponta para o norte
geografico é habitualmente designada por declinacio magnéti-
ca. Esta amplitude depende da regido da superficie da Terra;
por exemplo, em Portugal, a declinagdo magnética é de cerca
de 7 graus, no Canada é de cerca de 40 graus e na Finlandia
a declinacdo magnética é praticamente nula. Esta declinagao
magnética vai variando ao longo do tempo. Na navegacdo, é
usual construir-se cartas com as linhas isogdnicas (ou isopdri-
cas) contendo curvas de nivel com a mesma declinagdo mag-

nética e que sdo actualizadas periodicamente’ — figura 1 (c).

'Para o leitor mais curioso, sugere-se a consulta do site http://geomag.usgs.
govimovies/movies/index.php onde se pode ver a evolugido da declinagio
magnética na superficie da Terra nos Ultimos 400 anos.

Figura 1: (a) Esquema do campo magnético da Terra aproximado a um modo axial dipolar; NG — Norte Geografico; NM — Norte Magnético. O eixo de rotagdo da
Terra passa pelo Pélo Norte Geogriéfico. (b) Esquema de uma rocha de origem vulcanica com vérias camadas de lava que, apds o arrefecimento, gravou a polaridade
do campo magnético da Terra ao longo dos tempos. Alguns autores apelidam estas rochas de fésseis magnéticos. (c) Carta isogdnica da Terra (2000): as linhas da
carta representam curvas com a mesma declinagdo magnética. As cores mais densas representam declinagdes magnéticas mais acentuadas.
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O porqué destas variagdes da intensidade do campo mag-
nético da Terra é um problema que ainda néo estd comple-
tamente resolvido, mas pensa-se que a razdo se prende com
a existéncia de movimentos ciclicos dos fluidos com compo-
nentes magnéticas no interior da Terra.

Da andlise de algumas rochas basélticas — ver figura 1 (b),
ha viérias evidéncias que apontam ter havido mudangas na
polaridade do campo magnético da Terra ao longo dos tem-
pos, sugerindo mesmo que o pélo norte geomagnético tem
mudado de orientagdo de tempos a tempos, de uma forma
bastante irregular, com intervalos médios de permanéncia
numa dada polaridade de 250.000 anos®. Designaremos estas
mudangas de polaridade do campo magnético por reversdes
do campo geomagnético, cujos efeitos na vida no planeta ain-
da néo foram devidamente estudados.

Para o decorrer da exposi¢do convém relembrar, de um
modo breve, as nogdes de grupo de Lie e de Equivariancia,
0s quais constituem um pre-requisito essencial para a com-
preensdo dos capitulos que se seguem. Uma boa abordagem

sobre estes conceitos pode ser encontrada no livro [5].

Grupos de Lie e Equivaridncia. Um grupo de Lie é um sub-
grupo fechado de GL(R"), o conjunto dos endomorfismos in-
vertiveis de R".Se I é um grupo de Lie, um campo de vecto-

res f, definido em R", diz-se equivariante ou simétrico por I se

flrx) = vf().

Em geral, vai denominar-se o grupo de Lie pelo nome do

Vyel, VxeR"

grupo abstracto, ao qual é isomorfo. Teoricamente, pode-
rd causar alguma confusdo mas, na prética, é bastante ttil
e intuitivo. Por exemplo, o conjunto {Iy, —Ir}, munido da
multiplicacdo usual de matrizes, é um subgrupo fechado de
GL(R").Logo, {In, — I} é um grupo de Lie e serd frequente-
mente chamado deZ, = {—1,1}, uma vez que sio isomorfos,
como grupos abstractos. Um outro exemplo é o grupo das

rotagdes do plano e que serd denotado por SO(2).

2. MODELO MATEMATICO PARA AS REVERSOES
O mecanismo responsdvel pelas reversdes do campo magné-
tico da Terra ainda ndo é bem compreendido, sendo um dos
assuntos mais estudados neste momento por vdrias equipas
de investiga¢do espalhadas pelo mundo®.

Vérios modelos matemdticos tentam descrever o fenéme-
no, sendo o mais plausivel o modelo do geodinamo, constru-

ido no contexto das equa¢des da magnetohidrodindmica.

Neste modelo, explica-se como é que a Terra gera e mantém
o campo magnético sob a accdo de um campo de velocida-
des (gerado pelo movimento dos liquidos férricos no interior
do planeta). Encontrar explicitamente as solugdes gerais para
este modelo é um problema em aberto.

M. Krupa [10], em 1996, propds um modelo no qual as re-
versdes do campo magnético da Terra sdo explicadas recor-
rendo aos conceitos de ciclos e redes heteroclinicos associados a
modos de simetria dipolares e quadripolares.

Com base nesta ideia e em anteriores trabalhos de Proc-
tor [11], Melbourne, Proctor e Rucklidge [12] propuseram, em
2001, um modelo no qual acoplam dinamicamente diferentes
modos de simetria. Entenda-se por modo de simetria um campo
de vectores tangente a esfera bidimensional S2CR3a qual
pretende representar a esfera terrestre, e que é simétrico/an-
ti-simétrico relativamente ao eixo polar e ao plano equatorial.

Na terminologia de Holme [9], os modos de simetria sdo
classificados em quatro grupos:

e axiais dipolares — D,, onde as solug¢des sdo anti-simétri-

cas relativamente ao plano equatorial e equivariantes por

rotagdes de 71 em torno do eixo polar;

e axiais quadripolares — Qs, onde as solugdes sdo simétri-
cas relativamente ao plano equatorial e equivariantes por

rota¢des de 7t em torno do eixo polar;

e equatoriais dipolares — D,, onde as solu¢des sdo simétri-
cas relativamente ao plano equatorial e anti-simétricas por

rotagdes de 7T em torno do eixo polar;

® equatoriais quadripolares — Q,, onde as solugdes sio
anti-simétricas relativamente ao plano equatorial e anti-
-simétricas por rotagdes de 7t em torno do eixo polar —este
modo de simetria nunca foi encontrado nos campos mag-

néticos de nenhum planeta (Gubbins [6]).

Fundamentalmente, o modelo descrito em [12] assenta no
facto de o campo magnético da Terra, denotado por B(r,t)
por depender da posicio espacial ¥ € R%e temporal t € R, po-

der ser escrito da forma:

B(r,t) = y1(#)Dg (r) +y2(t) D (r) + x2(+)Qa(r) + x3(t) Da(r),
@

onder = (||(y1,y2)],%2,%3) € R%.OsmodosD, = (D}, D?),
Qq e D, sdo modos de simetria: modo equatorial dipolar, axial
quadripolar e axial dipolar, respectivamente (ver figura 2).

Basicamente, a equacdo (1) diz que o campo magnético pode
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Figura 2: (a) Modo axial dipolar D ; (b) Modo axial quadripolar Q ; (c) Modo
equatorial dipolar D_.

ser escrito como combinagdo independente dos diferentes
modos de simetria, facto demonstrado por Gubbins [6].

Os autores de [12] concentraram a sua analise na dindmica
das fungdes y1(t), y2(t), x2(t) e x3(t), vulgarmente designa-
das por fungSes de amplitude, as quais s6 dependem da vari-
avel tempo.

Com base em evidéncias experimentais observaveis, os
autores de [12] assumiram que o campo de vectores (em R?),
definido pelas fun¢des de amplitude, é equivariante pela ac-
¢do dos elementos do grupo de Lie I' = SO(2) & Z; & Z,.
Assuma-se a representacdo usual de SO(2) nas duas primei-
ras coordenadas de R* e a de Z, @ Z, gerada pelas aplicagdes
lineares:

C1(y1,Y2,%2,%3) = (Y1, Y2, —X2, X3)
e
02(y1,y2,%2,%3) = (y1,Y2, X2, —X3).

Na teoria de campos de vectores simétricos, mostra-se que

um campo de vectores que tenha grupo de simetrias I' e que

seja um polinémio de grau 3 tem a forma:

=v1(u1 — (V3 +y3) + A1ax3 + A13x3) — wy
2
3

=yl )
v2 = y2(m — (7 +13) + Axg + Aizx3) +win
tp = 22(p2 + Aot (V7 +¥3) — 23 + Axsx3)
i3 = x3(p3 + As1 (v +¥3) + Anxj — 3) )
onde Ajj, }1; e w séo constantes reais. Para um campo que néo
seja polinomial hd termos de grau mais alto que néo irdo ser
relevantes para a dindmica. A admissdo do grupo de sime-
trias na equagdo (2) favorece a ocorréncia de ciclos e redes

heteroclinicos no fluxo associado (Field [4]) .

3. CICLOS E REDES HETEROCLINICOS
Para que a exposicdo fique completa, explicita-se nesta sec-
¢do o conceito de rede heteroclinica em R". Uma descrigdo
primorosa sobre redes heteroclinicas pode ser encontrada em
Field [4].

Admita-se que ¢ é um conjunto invariante pelo fluxo ®;(x)

da equagdo diferencial X = f(x), x € R". Associado ao con-

2Varias evidéncias sugerem que a Gltima reversio ocorreu hi mais de
700.000 anos.

3Diversas correntes de opinidio defenderam a queda de um meteorito
como o responsavel pelas reversées do campo magnético da Terra.
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junto ¢, define-se o conjunto W*(¢) como sendo o conjunto
dos pontos de R" onde comegam as solugdes cujas trajectdrias
se aproximam de ¢ quando t — 400, 0 qual possui a estrutura
de variedade e serd designado por variedade estdvel associada
a §. Analogamente se define a variedade instdvel de ¢, denota-
da por W"({), como sendo o conjunto dos pontos de R" onde
comecgam as solugBes cujas trajectérias se aproximam de ¢
quandot — —co.

Mais formalmente, denotando por d a métrica euclidiana
em R”, as variedades estdvel e instdvel associadas a ¢ sdo de-

finidas por:
W) = {x €R": lim d(@y(x),8) =0}
WH(E) = {x €R": Tim d(®i(x),E) = 0}.

Os casos mais interessantes dizem respeito a conjuntos
invariantes ¢ tais que W*(¢) # {C} e W"(¢) # {C}, os quais
irdo ser designados por selas invariantes. O caso mais simples
de sela invariante é o de um ponto de equilibrio como ilus-
trado na figura 3(a).

Dadas
WH(Zn) NW*(Gm) # @, dizemos que existe uma ligagdo

duas selas invariantes &n e Cm,  se

heteroclinica de &y para &m. No caso de
dim[WH* (&) NW3(&wm)] > 1, essa

corresponde a uma unido de curvas solugido do sistema

ligacdo heteroclinica
inicial que se aproximam de ¢, no passado e de ¢ no futu-
ro. Na figura 3(b) é dado um exemplo de uma ligagdo hete-
roclinica bidimensional.

Um ciclo heteroclinico é dado pela unido de um conjunto
finito ordenado de selas invariantes A = {{;,i =1,...,n}
para o qual existe um ciclo de liga¢es heteroclinicas entre

elas, isto ¢, existe uma ligag&o heteroclinica de ¢ j para Cj+1,

A =

= i)

-\_p 1
/ Yo,
| - _,__’-——___‘I""'\
123

paratodoj=1,...,n—1 e de {y para {1 [ver exemplo na fi-
gura 3(c)]. Uma rede heteroclinica é uma unido conexa de ciclos
heteroclinicos tal que, para qualquer par de selas na rede,
existe uma sequéncia de solugdes da equacgdo a uni-las.
Numa esfera de dimens&o 3, um ponto de equilibrio po (do
tipo sela) para o qual df (po) tenha valores préprios comple-
x0s ndo reais diz-se uma sela-foco — figura 3(d). Em qualquer
vizinhanga de uma sela-foco ou de uma solugdo periédica
ndo trivial, solugdes préximas tendem a espiralar em torno
dela, razdo pela qual estas selas vdo ser designadas, daqui
por diante, por selas de rotagio — mais detalhes poderdo ser

encontrados em [2] e em [16].

4. QUEBRA DE SIMETRIA

O fluxo associado a equagdo (2) possui uma esfera tridimen-
sional de raio positivo R, denotada por S e que verifica as
seguintes condicdes:

¢ ¢ invariante pelo fluxo (trajectérias que comecem em s?
permanecem em S3);

e atrai todas as trajectérias ndo estacionarias.

Para um conjunto grande* de valores das constantes da
equacdo (2) existe, dentro de S% uma rede heteroclinica as-
simptoticamente estdvel® associada a quatro selas-foco da
forma (0,0, £R, £R) e uma solugdo periédica. As ligacdes he-
teroclinicas que envolvem a solugdo periddica tém dimensao
2 e as outras tém dimenséo 1.

As ligagBes heteroclinicas que envolvem a solugdo peri-
6dica separam S* em quatro ciclos heteroclinicos distintos,
constituindo barreiras impenetraveis a passagem de trajec-
térias, razdo pela qual cada solugdo apenas se aproxima de
um e um s6 ciclo. Como se poderd ver mais adiante, com
este modelo ndo se consegue explicar as reversdes do campo
magnético. Na verdade, admitir I' = SO(2) @ Z, ® Z; como o

[ch (dy

Figura 3: (a) Ponto de equilibrio tipo sela; (b) Ligacdo heteroclinica do ponto de equilibrio P para a solugdo periédica ¢; (c) Ciclo heteroclinico associado a trés
pontos de equilibrio (as selas estdo ligadas de forma ciclica); (d) Sela-foco como uma sela de rotacao.
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grupo de simetrias do modelo é uma abordagem irrealista
do problema, porém absolutamente necessaria para a andli-
se da geometria do fluxo da equagao diferencial.

A solugdo encontrada em [12] foi a de quebrar todas as si-
metrias da equagdo diferencial (2), adicionando-lhe termos
extra (com norma arbitrariamente pequena), os quais podem
ser explicados por heterogeneidades da convecgdo dos movi-
mentos no interior da Terra®.

Para o fluxo assimétrico, garante-se a permanéncia de
uma cépia deformada de S°, na qual existe uma rede hete-
roclinica associada as mesmas selas do sistema nédo pertur-
bado. Todas as ligagGes heteroclinicas de (2) com dimenséo 1
mantém-se mas as que no fluxo original tinham dimenséo 2,
genericamente passam a ser transversais. A transversalidade,
conjugada com o facto das selas da rede serem de rotagao,
garante a existéncia de comutagdo heteroclinica perto da rede.
Este fendmeno, estudado por Aguiar et al [2], é caracterizado
pela existéncia de trajectdrias que visitam as vizinhancas das
selas, seguindo de perto qualquer sequéncia infinita de liga-
¢des heteroclinicas da rede por qualquer ordem pré-deter-

minada — a prova pode ser consultada em Rodrigues [13, 14].
5. EXPLICACAO ANALITICA DAS REVERSOES

A existéncia de comutagdo heteroclinica perto da rede implica

a existéncia de uma infinidade de solugdes da equacéo perto

(41 (B

de qualquer sequéncia de ligacdes heteroclinicas. Na figura 4,
estd representada a evolugdo das componentes Y1, Y2, X2 € X3
de uma trajectéria com condigao inicial perto da rede. Como
se pode observar, a componente x3 de qualquer solucdo pode-
rd mudar o sinal vdrias vezes (podendo ser uma infinidade
num tempo infinito). Tendo em conta que x3 é o coeficiente
do modo axial dipolar na equagéo (1), conclui-se daqui a exis-
téncia de solugées do modelo que conduzem a mudangas da
polaridade do campo magnético.

Com os parametros que os autores de [13] e [14] conside-
raram, da andlise das séries temporais da figura 4 explica-se
geometricamente o porqué de o campo geomagnético ser es-
sencialmente axial dipolar; note-se que para quase todas as
trajectorias, o tempo que estas passam perto do equilibrio
(0,0,£R,0) ¢ significativamente menor do que o que passa
perto de (0,0,0, +R). Observando a equagéo (1), isto implica
que genericamente o campo B é dominado pela parcela cor-
respondente ao modo axial dipolar.

A duragdo das reversdes é, em geral, bastante curta compa-

rada com o tempo durante o qual o campo magnético mantém

“Em termos de medida.
*Solugdes proximas da rede sio atraidas para ela.

60 termo adicionado quebra todas as simetrias, mas mantém invariante o
plano onde se encontram as ligagées unidimensionais.

—_—

R

—]

—_—

—_—

—_—
L 4

Figura 4: (A) séries temporais da solugdo
do sistema perturbado com condicdo inicial
(=0.5000,0.0116,—0.1623,-0.2781) onde
v, =03 p,=02, p, =03 A,=A, =
—033333, A, =A, =-05 A, =A, =
—0.16667,m =1, € =0.12,¢,=0.1 e g,
= 0.001; (B) projeccao no plano (x2,x3)

da trajectdria cujas séries temporiais foram
estudadas em (A);

Legenda: (a) Reversao; (b) Excursao; (c)
Modo Axial dipolar; (d) Pontos de equili-
brio; (e) Ligacdo heteroclinica de dimensao

1 entre os equilibrios.
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uma dada polaridade. Interessante de realgar é ainda o modo
como este modelo sugere a mudanga da geometria do campo
geomagnético durante a reversdo. Entre duas reversdes, este
modelo sugere que o campo magnético passa, de forma ra-
pida, por uma simetria equatorial dipolar e, posteriormente,
por uma axial quadripolar. Apesar de ndo estar bem com-
preendido e de ainda gerar muita controvérsia, é possivel
afirmar que este modelo é consistente com o comportamento
observavel do campo geomagnético.

Da anélise de redes heteroclinicas que envolvem selas de
rotacdo e transversalidade de variedades invariantes levada
a cabo em [1] e [2], decorre ainda a existéncia de uma ferradura
suspensa perto da rede e, consequentemente, de comporta-
mento caético. E este dado que impossibilita qualquer tipo
de previsoes sobre a préxima reversido do campo magnético’.
Na seccdo que se segue explicita-se, de um modo sucinto e

sumadrio, o conceito de ferradura suspensa.

6. FERRADURA SUSPENSA
Nos inicios do século XX, H. Poincaré foi o precursor da Te-
oria Qualitativa das Equagdes Diferenciais, dando origem a
um novo campo de investigacdo na Matemadtica, o dos Siste-
mas Dindmicos. Meio século mais tarde, S. Smale, interessan-
do-se em estudar a Teoria de Poincaré, formaliza o primeiro
sistema dindmico com uma lei de evolugdo determinista mas
que é cadtico, isto é:

(1) tem sensibilidade relativamente as condi¢gdes iniciais

(condic¢oes iniciais vizinhas tém futuros distintos);
(2) os pontos periédicos sédo densos do dominio da fungdo;
(3) existe uma trajectéria que é densa no dominio da fungao.

Construgdo. Dado um quadrado como o da figura 5, estique-
-se até ficar um longo rectangulo fino, dobre-se em ferradura
e coloque-se sobre o quadrado original. Itere-se este processo.
No segundo passo, obtém-se uma espécie de ferradura den-
tro da ferradura, com quatro dobras. Cada iteracdo duplica as
dobras existentes. No limite, obtém-se um tipo de curva in-
finitamente contorcida. Escolhendo dois pontos préximos no
quadrado original, ndo se poderd afirmar rapidamente onde
eles estardo no final do processo: estes ficardo afastados um
do outro devido a dobra e ao esticamento a que foram sujei-
tos. Chama-se Ferradura de Smale a esta transformagdo topo-
l6gica (difeomorfismo), a qual fornece uma base para a com-

preensdo das propriedades caéticas dos sistemas dindmicos.

\J
4 F
R

Figura 5: Construcdo da Ferradura de Smale.

Uma descricdo elementar da transformacgdo ferradura
pode ser encontrada em Devaney [3] (seccdo 2.3).

Uma Ferradura Suspensa é o esparguete enovelado obtido 1i-
gando cada ponto a sua imagem por uma curva no espago, a
qual continua a ter as propriedades (1)—(3) acima. A existéncia
de uma Ferradura Suspensa implica que cada secgdo que lhe
seja normal contém um conjunto compacto e invariante pelo
fluxo, o qual é caracterizado por ser totalmente desconexo (as
componentes conexas reduzem-se a pontos) e por ser perfeito

(todos os pontos sdo de acumulagao).

7. CONSIDERACOES FINAIS

As reversdes do campo geomagnético constituem um dos
pontos mais desafiantes do geomagnetismo e da geofisica.
Apesar de o fendmeno das reversdes estar pouco entendido,
a sua ocorréncia estd bem evidenciada por rochas basdlticas.
Neste artigo, apresentou-se um modelo que é relevante para
o estudo das reversdes e cuja prova analitica foi efectuada
em Rodrigues [13, 14]. Neste modelo, as durag¢ées dos interva-
los de tempo de polaridade constante e a curta duragao das
reversdes sdo consistentes com as da Terra. O modelo con-
segue ainda explicar o porqué do campo geomagnético ser
predominantemente axial dipolar. E interessante salientar
que a existéncia do grupo de simetrias no campo de vectores
definido em (2) é uma hipétese muito forte e irrealista. No en-
tanto, uma vez que o estudo directo do sistema perturbado é
intratdvel, a existéncia da simetria do campo ndo perturbado

foi essencial para o tratamento analitico do problema. Estu-
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dar os efeitos da quebra de simetria é, actualmente, uma linha
de investigacdo importante no ramo dos sistemas dindmicos.

Este artigo é uma apresentagdo acessivel dos trabalhos
que Rodrigues [13, 14] desenvolveu no seu projecto de dou-
toramento sob a orientagdo de Isabel Labouriau e Manuela
Aguiar, na Faculdade de Ciéncias da Universidade do Por-
to.As simula¢bes numeéricas (séries temporais e projeccdes)
foram obtidas usando o programa DSTOOL [7]. A investiga-
¢do levada a cabo pelo autor, membro do Centro de Matemd-
tica da Universidade do Porto (CMUP), teve apoio financeiro
da Fundagdo para a Ciéncia e a Tecnologia (FCT), Portugal,
através dos programas POCTI e POSI, com fundos nacionais
e da Unido Europeia. A.A.P. Rodrigues foi apoiado directa-
mente pela FCT através da bolsa de doutoramento com refe-
réncia SFRH/BD/28936/2006.
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’Em [I1], ha a referéncia de que o decaimento linear que se esta a obser-
var pode ser interpretado como o inicio de uma reversao; segundo mé-
todos estatisticos, designadamente regressao linear, a mesma referéncia
aponta que a reversao ocorrera no ano 4000.
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