ATRACTOR

PROJECCOES NUMTRIANGULO

“Para um ser completamente imével, ndo haveria nem espago nem

geometria.”

Henri Poincaré, O valor da Ciéncia (1908)

Fixemos no plano um ponto P e um tridngulo 7 com lados
a, b, c e tracemos o trajecto de P até cada um dos lados
de T, comegando por visitar o lado 4, de seguida b e depois
¢, seguindo sempre pelo caminho mais curto. A partir deste
dltimo ponto em ¢ podemos iterar o processo, respeitando a
ordem alfabética das etiquetas dos lados. Ao fim de vérias ex-
periéncias, mudando o ponto inicial, suspeitamos que existe
uma figura limite, 7;p, que é outro triangulo e que ndo varia
com o ponto de partida P. Uma inspecgdo mais cuidada leva-
-nos mesmo a conjecturar que este tridngulo limite é seme-
lhante ao original. Além disso, se alterarmos a ordem com que
a trajectdria toca os lados do tridangulo inicial, de a, b, ¢ para

b, a, ¢, continua a existir um tridngulo limite que parece con-

gruente com Tabe € ter 0 mesmo circuncentro.

Para provarmos as propriedades que as figuras sugerem,

podemos fixar um lado do tridngulo original e, para cada pon-
to P, tomar apenas nota do trago que o percurso de P deixa
nesse lado. Desse modo, o processo acima descrito para a or-
dem a,b,c corresponde & iteracdo da aplicagdo ¢,y : R? — R?
dada por ¢ = 7Tc © 71, © 714, onde 714, 7Ty, € 7T SA0 as projec-
¢Oes ortogonais nos lados a, b e c. E a existéncia de um pon-
to fixo atractor de ¢, é equivalente a presenca do tridangulo
limite Tape.

Comecemos por analisar um caso particular, quan-
do 7 é um tridngulo rectangulo de vértices A, B e C com
C = Z(ACB) = Z. Podemos supor que o lado a estd no eixo
dos x’s, b no eixo dos y’s e ¢ contido na linha que passa em

(0,Yp) com direcgdo dada pelo vector (—cos(B), sen(B)), onde
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Yo = |b] =

sim, fixado P =

|la| tg(B) e B é o angulo de T mno vértice B. As-
(Py, P), temos

Papc(P) = om0 m(P) = meomy(Py,0) = 7c(0,0)
= Ypcos(B) (sen(B),cos(B))
= |a| sen(B) (sen(B), cos(B)) .
(0¥ )= A
o B=B"= .Fih_I.'F“ |
[
b
=
AEA'EC e 5 L I E

Este ponto, que designamos por §spc pertence ao lado ¢
e é independente de P. Os pontos A’ = C = (0,0), B’ = Fpc
e C' = 71,(Fape) = (|a|sen®(B),0) sdo os vértices de um
novo tridngulo 77 que podemos comparar com 7. Como as
Z(A'C'B') = Z = C. Além disso,
= /(B'A'B) = A, e portanto os tridngulos T e Tq
[ac|
l[ACl —
=sen(B)cos(B). O quoc1ente entre as dreasde T e Tq

projecgdes sdo ortogonais,
Z(B'A'C)
sdo semelhantes, com razdo de semelhanga igual a
|a| sen®(B)

lalig(B)
é igual a ﬁ = (sen(B)cos(B)) , valor que depende ape-

nas dos angulos de 7 e atinge 0 méximo, igual a %, quando
B = % ou seja, quando T é isésceles.

Se mudarmos a ordem com que os lados do tridngulo ini-
cial sdo visitados pelo ponto P, de abc para bac, um argumen-
to idéntico prova que ¢y, também tem um ponto fixo atractor
global, digamos Spac, no lado ¢ de 7. De facto, §pqc coincide
com Sabc; porém, as suas imagens por 71, € 7, 0 7T, constro-
em um tridngulo limite distinto, digamos 72, cujos vértices
sio A" = C = (0,0), B” = B =y e C" = m(Japc) =
(0, |a| sen(B)cos(B)). O triangulo 72 é semelhante a 7, logo
semelhante a 77. Além disso, como 771 e 77 tém um lado em
comum - A’B’ do primeiro, A”B" do segundo —, concluimos
que 71 e T sdo congruentes. A rotagdo de 180 graus em torno

— gnbc

do ponto O = envia um tridngulo no outro.

Observe-se amda que, como O é o ponto médio das hipo-

tenusas de 71 e T, é o circuncentro comum a estes dois tri-
angulos.

Seja agora 7 um triangulo qualquer de lados a, b, ¢ e
angulos A, B, € nos vértices A, B e C, respectivamente.
(0,0), o lado

¢ = AB passa por (0,0) com inclinagdo determinada por A,

Podemos supor, como anteriormente, que A =

o lado b = AC estd no eixo dos x’s e a = BC estd contido na
linha que passa em C e cruza o eixo dos y’s no ponto (O Yp),

onde Yy = |b|tg(C). Se u, = H%W

_ AB A 5 . e
Ue = TAB] (cos(A),sen(A)), entdo, identificando qualquer

ponto X com o seu vector de posi¢do AX, temos, para cada
(Py, P») do plano,

= (—cos(C),sen( )e

ponto P =
.(P) = AQ = APl|uc uc
7.(Q) = AR = AS+ SR = AS+ AQ|ug us =
= AS+ (AP|uc uc) |ua Uy =
= Yocos(C) (sen(C), cos(C)) + (AP|uc) (ue|ta) g =
= (Yosen(C)co ( > Yocos?(C)) +
+ (Prcos(A) + Pysen(A)) cos(B) (—cos(C),sen(C))

my(R) = (Yosen(C)cos(C) — (P cos(A) +

+ Pysen(A)) cos(B) cos(C),0)
¢cab(P)'

= myomgorn.(P)=

5 |
¥ =gl |

Se restringirmos o dominio de ¢ = ¢4, & linha que contém
olado b, que é o eixo dos x’s, ficamos com uma dindmica mais

simples, pois trata-se de iterar a aplicacdo real de varidvel real
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f:x€R = Ygsen(C)cos(C) — cos(A)cos(B)cos(C) x.
A equagdo f(x) = x tem uma Unica solugdo,

X — Yy sen(C)cos(C)
L= 1% cos(A)cos(B)cos(CY

que é a abcissa do tinico ponto fixo, digamos G_,;, de ¢ no lado
b do tridngulo 7. E este ponto é um atractor global. De facto,

dado x € RR, existe ¢ tal que

flx) =21 = f(x) = f(x1) = f1(§)[x —x1] =
= —cos(A)cos(B)cos(C)[x — x1]

valor que é zero, como ja sabfamos, no caso em que 7 é um
tridangulo rectangulo. Se 7 néo é rectdngulo, note-se que a
fungdo («, B,y) — —cos(a)cos(B)cos(y) restrita ao conjunto
{(a,B,7) € (RT)* a4+ B+ v = 7} atinge um minimo, igual

—%, quando &« = B=v= %, e um maximo, igual a 1, se
7 € {«, B,7}. Contudo, como nenhum angulo do tridngulo 7
vale 71, podemos garantir que —% < cos(A)cos(B)cos(C) < 1.
E portanto a 6rbita (¢" (P)), < de qualquer ponto P converge
para G,

O triangulo limite 73, com vértices A" = Gap, B’ = 71c(Geap)
e C' = 7150 7(Gap), é semelhante ao inicial (mas rodado de
90 graus); e o quociente entre as dreas de 7 e 71 depende ape-
nas dos angulos de 7. Célculos andlogos mostram que ¢,ep
também tem um ponto fixo atractor global, digamos G, no
lado b de T, cujos iterados por 7, e 71, o 7; constroem um
novo triangulo 75 que é congruente com 77 (mas rodado de

180 graus) e tem 0 mesmo circuncentro.’

Podemos generalizar o estudo anterior de vdrios modos,
mas nem todas as propriedades descritas anteriormente so-
brevivem neste cendrio mais geral. Por exemplo, podemos
considerar outros arranjos periddicos das etiquetas dos lados
do tridngulo; ou usar projecgdes ndo ortogonais; ou ainda uti-
lizar projeccdes cujos angulos variem com o lado do tridngu-
lo; ou, em vez de um tridngulo, comecar com outro poligono.
Além disso, o mesmo problema pode ser endere¢cado em su-
perficies ndo planas, e aqui esperam-se novidades pois, por
exemplo, numa esfera ndo hd tridangulos semelhantes distin-
tos. O programa Cinderella permite transcrever facilmente as
figuras planas para uma esfera ou para o (modelo de Poincaré
do) plano hiperbdlico, ajudando a conjecturar sobre o com-
portamento assimptético desta dindmica quando actua num

mundo com curvatura ndo nula.

'Alguns dos detalhes omitidos neste texto podem ser lidos na pégina
http:/lwww.atractor.pt/mat/projeccoes/ do site do Atractor.
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