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Sob os telhados de alguns templos budistas e xintoistas do
Japdo podem ainda ver-se exemplares de sangaku, tdbuas
de madeira pintadas com coloridos desenhos geométricos.
Neles encontramos problemas de geometria euclidiana nos
quais circulos, elipses, quadrados, cones, cilindros... se inter-
sectam. Alguns sdo suficientemente simples para poderem
ser resolvidos por alunos dos ensinos bdsico e secunddrio e
pouco mais exigem do que o teorema de Pitdgoras e casos
de semelhanga de tridngulos, outros requerem ferramentas
avancadas como integrais, séries ou transformagdes afins.
Os sangaku floresceram no perfodo Edo, nos séculos XVII a
XIX, altura em que o Japdo auto-impds o isolamento em re-
lagdo ao Ocidente. Eram colocados nos templos tanto por
cidaddos comuns que manifestavam aos deuses a sua gra-
tiddo pela ajuda concedida na resolucdo de um problema
particularmente dificil da vida real, como por matemdticos
consagrados que pretendiam langar um desafio aos seus pa-
res. Também os jovens aspirantes a matematicos os afixavam,
exprimindo o seu talento, desejosos de chamar a atengdo dos
mestres e de, assim, conseguirem ser convidados a ingres-
sar numa escola para prosseguirem os seus estudos. Serviam
ainda como difusor de conhecimentos e veiculo de publicida-

de das escolas que enviavam representantes as zonas remo-

Para que servem as
tabuas pintadas com
desafios geométricos
colocadas em templos

do Japao? Quem as
colocou 13, quando
e com que fim?

tas do pafs e que, ao afixar uma tdbua num templo, anuncia-
vam aos habitantes a chegada de um mestre.

No texto que se segue apresentamos alguns exemplos de
sangaku que envolvem essencialmente aplica¢des do teorema
de Pitdgoras, semelhangas de tridngulos e resolugdo de equa-
¢Oes de 1.° e 2.° graus e que, por isso, podem ser abordados
por alunos do 3.° ciclo do ensino bésico.

E importante dizer que a falta de rigor nos enunciados
dos problemas que se seguem é deliberada e justifica-se por
serem os sangaku essencialmente visuais e, em geral, pouco
mais incluirem do que o desenho, o desafio, a solugdo e o
nome do autor. Assim, embora nada seja afirmado, assume-
-se que as figuras respeitam aquilo que os olhos nos dizem,
que os tridngulos que aparentam ser equilateros, is6sceles ou
rectangulos o sdo realmente, que dois circulos que se tocam
sdo tangentes. . . Apesar da decisdo que tomamos, considera-
mos que, quando se trabalhar com jovens estudantes, tém de
constar no enunciado todos os dados completos.

E também assumido que o leitor tem conhecimentos ba-
sicos de geometria e, por isso, se omitem algumas justifica-
¢Oes que serdo necessdrias para alunos dos ensinos bdsico e

secundadrio.
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Figura 1

PROBLEMA 1
Relacionar a distancia dos pontos de tangéncia da recta com

os circulos e os seus raios.

Resolucdo
Sejam A e B os pontos de tangéncia da recta com os circulos,
Cj e rjo centro e o raio do circulo maior e C; e 72 0 centro e o

raio do circulo menor (figura 2).

A B

Figura 2

Tracemos o segmento que une os centros dos dois circulos
e seja B’ o pé da perpendicular baixada de C para a paralela
a AB que passa por Cy. (Deixa-se ao cuidado do leitor concluir
que o ponto de tangéncia dos dois circulos pertence a C;C,.)

Consideremos o tridngulo, rectangulo, [C;C;B’], cujos la-
dos medem (r1 +12), (r1 —r2)e AB. Por aplicacdo do teorema
de Pitdgoras obtemos:

(r+72)* = AB" +(rn —r2)®
donde
124211y + 15 = AB + 12— 211y + 73
ou seja
AB” = 41,

Figura 3

PROBLEMA 2

Relacionar os raios dos trés circulos.
Resolucio

Sejam A, B e C os pontos de tangéncia da recta com os circu-

los de raios r1, 12 e 13 (figura 4).

A B c

Figura 4

Aplicando o resultado do problema 1 temos:

AB® = 4riry, AC> = 4rir3 e BC® = 4rors

ou:
AB = 2,/7175, AC = 2,/rir3 e BC = 2,/fp13.
Como
AC = AB+BC
entdo

2./1113 = 24/1112 + 24/1213

e, divididindo por 2,/r1213:

Kk
N
S/
@
el
S
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Figura 5 Figura 7

PROBLEMA 3 PROBLEMA 4

Exprimir o raio do circulo em fungéo dos lados do tridngulo. Calcular o raio do circulo a partir de AC, BCeCM.
Resolucio Resolucio

Sejam x, y e z os lados do tridngulo, r o0 raio do circu-  Comecemos por tragar [CE], didmetro de extremos C e E e o

lo e M, N e P os pontos de tangéncia do circulo com os  triangulo [BCE] (figura 8). Os tridngulos [ACM] e [BCE] séo
lados do tridngulo, conforme a figura 6. Deixamos ao  semelhantes pois:
cuidado do leitor justificar que AN = AMe BN =BP.  _CAB = CEB (angulos inscritos no mesmo arco)

- AMC =CBE=90°

Y

Figura 6

Seja AN = AM =ae BN = BP =b. Podemos, assim, es- Figura 8
crever os comprimentos dos lados do tridngulo como Da semelhanga dos dois tringulos conclufmos que:
x=a+r,y=b+rez=a+b.Se calcularmos os valores de BC P
a=x—reb=y—rnas duas primeiras condi¢des e substi- M Ac
tuirmos na terceira, temos, sucessivamente: ou seja

z=a+b=x+y—2r BC o
e a expressdo que relaciona o raio do circulo com os lados do CM _ Ac
triangulo é: donde

N % ,_ BCxAC
2CM
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Figura 9
PROBLEMA 5
Relacionar o lado do quadrado com o raio dos circulos
inscritos.
Resolucao

Chamemos r ao raio do circulo e 4, b e ¢ as medidas dos
lados do tridngulo [ABC], ordenadas por ordem crescente
(figura 10). O problema 4 garante-nos que o raio da circun-

feréncia inscrita no tridngulo é r = % .

Figura 10

Por outro lado, AC=AD+DC,

a+2r ="b,donder = b%“

como

Da conjungéo dos dois valores obtidos para r concluimos
que +5=¢ = b-a, ou seja, que ¢ = 2a.

Aplicando o teorema de Pitédgoras ao triangulo [ABC], te-
mos ¢2 = a2 + b2 e, substituindo c pelo valor atrds encontra-

do, obtemos a equacao 4% = a? + b? cuja solugdo positiva é

b = +/3a.

Regressando a r = h%“ e efectuando sucessivamente as

substituigdes b = \/3aea = §, temos:

\/§a—u7 \/5—1017 \/§—1C

2 2 4

Figura 11

PROBLEMA 6
Escrever os raios dos circulos como funcdo do lado do qua-
drado.

Resolucio

Sejama, r1 e rp respectivamente as medidas do lado do qua-
drado e dos raios dos circulos de centros Cq e C; e tracemos
[C2M], segmento que passa por C; e intersecta o lado do qua-
drado no seu ponto médio M (justificagédo deixada ao cuidado

do leitor). Tracemos também os segmentos [AC1]e[AC,].
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O triangulo [AMC;] é rectangulo de lados AM = %,
CiM=G+reACi =a—r. Aplicando o teorema de Pitéd-
goras, temos:

A—Clz _ Cl—Mz Myyve
@-nP=(5-n)+(5).

Resolvendo em ordem a 71, obtemos a solugao:

ou

1’1 = g
Consideremos agora o tridngulo rectangulo [ACo M| de
lados AM = 3, ACy = a+r3e CaM = a— ry. Aplicando o

teorema de Pitdgoras, concluimos que:
2
(a+ r2)2 =(a— r2)2 + (%)

a
7’2:E.

donde

Resumindo: os raios das circunferéncias maior e menor
podem ser escritos em fungdo do lado do quadrado respec-

tivamente como:

Figura 13

PROBLEMA 7

Relacionar os raios dos dois circulos com o do semicirculo.

Resolucio

Sejam h = CM a altura do tridngulo [ABC], r o raio do se-
micirculo, s o raio do circulo de centro E, F e G os pontos de
tangéncia de cada um dos circulos com AC. Tracemos os raios
[EF]e[DG](figura 14).

] . . P . r
E imediato concluir que o circulo tem raio=75.

A M B

Figura 14

No tridngulo [ACM], rectangulo, de catetos AM = } e
CM = h, a hipotenusa mede AC = vh2+12. No tridngulo
[CDG], rectangulo, temos CD = h — 5 e DG = 4. Como estes
dois triangulos sdo semelhantes pois tém os angulos iguais,
podemos afirmar que:

DG

M

IS
BS

ou seja AC

b

N

= |Ni=

N

e, desenvolvendo e simplificando, chegamos a equagdo:

3r2h? — 4r3h = 0 que admite como solugdo positiva:
4

h= 3"
Efectuando a substituicio /' = 57 em AC = VhZ +12, ob-
temos AC = %r.
Consideremos agora o triangulo [CEF] em que EF = s
e CE=h—r—s=4%r—r—s=4r. Os seus angulos sio
iguais aos do tridngulo [ACM ], pelo que, da semelhanga dos

dois tridngulos, podemos concluir que:

CE_EF
AC AM
donde 1
37"—3 _E
T

e, resolvendo em ordem a s, obtemos sucessivamente:

Em resumo, os raios dos circulos de centros D e E expres-

sos em fungdo do raio do semicirculo sdo, respectivamente,

ral
7egr.
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Terminamos com o enunciado de um sangaku simples cuja re-

solugdo deixamos a cargo do leitor.

Figura 15
PROBLEMA 8
Escrever o lado do quadrado em fungdo do raio dos circulos
(figura 15).

Embora tenha sido referido no inicio, ndo é demais realcar
que a aqui intencional falta de dados nos enunciados dos pro-
blemas ndo pode existir em contexto de aprendizagem e que,

pelo menos nesse caso, os enunciados devem ser reescritos de

Figura 16

modo a conter todos os pressupostos. Por exemplo, ao texto
do problema 4 deve acrescentar-se que o tridngulo é rectan-

gulo e que o circulo é tangente a cada um dos seus trés lados.

Além dos livros citados na bibliografia, o leitor interessado
encontra na web diversos problemas bem como fotografias de
sangaku. Uma palavra especial para o livro de Fukagawa e Ro-
thman que, além do elevado ntimero de problemas, preenche
boa parte das suas paginas com uma viagem fascinante a his-

téria da matemadtica no Japao.
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