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Proclo atribui a Apolénio de Perga alguns argumentos matematicos
relaciondveis com o conteddo do livro primeiro dos Elementos.
Em baixo apresentam-se algumas das suas contribui¢Ges, cujo contetido
tem surpreendido os historiadores da matematica antiga e é pouco conhe-

cido do ptblico em geral.

matemadtico Apolénio de Perga, famoso pelas suas
Cénicas, dedicou parte do seu tempo a tentar clarificar
alguns dos principios e proposi¢des de geometria elemen-
tar incluidos no primeiro livro dos Elementos de Euclides.
A sua contribuicdo inclui uma reformulacdo de algumas defi-
ni¢des (linha, angulo, plano), uma tentativa de demonstragédo
da primeira no¢do comum (coisas iguais a uma terceira sdo
iguais entre si) e diversas provas alternativas correspondentes
a Elementos 1.10 (bissec¢do de uma linha finita), 1.11 (erguer
uma perpendicular a uma linha a partir de um ponto nesta)
e 1.23 (construcdo de um angulo igual a outro 4ngulo numa
dada recta). Vale a pena debrugarmo-nos um pouco sobre as
propostas deste matemaético porque elas colocam em evidéncia
as premissas que assumimos ao estudar a matemadtica antiga.
A nossa principal (e tnica!) fonte sobre esta faceta do
trabalho de Apolénio é o Comentdrio ao Primeiro Livro dos
Elementos de Euclides, da autoria de Proclo (séc. V). Ao ler o
texto, ficamos convencidos de que algumas das provas de

Apolénio sdo citadas textualmente. Veja-se, por exemplo,

a forma como é apresentada a solugdo para bissectar uma dada

recta (= Elementos 1.10), traduzida em baixo (ver figura 1):
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Figura 1: Elementos 1.10 na versao de Apoldnio.
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[Enunciado] Apolénio de Perga bissecta uma dada linha
recta [= Elementos 1 defs. 3-4] da seguinte maneira. [Expo-
sicdo] “Seja AB”, diz ele, “a linha recta finita [Especificacio]
que se deseja bissectar”. [Construgio] “Seja descrito um cir-
culo com centro em A e distancia AB [= Elementos 1 post. 3];
novamente, seja descrito um outro circulo com centro em B
e distdncia BA [= Elementos 1 post. 3]; e unam-se os pontos
de intersecgdo dos circulos por meio da linha CD [= Elemen-
tos 1 post. 1]. Esta linha bissecta a linha AB. Sejam tracadas
as linhas CA e CB [= Elementos 1 post. 1]; [Prova] entdo, cada
uma delas € igual a AB; DA e DB séo iguais pela mesma
razdo [= Elementos 1 def. 15], e CD é uma base comum; por-
tanto, o dngulo ACD é igual ao dngulo BCD [= Elementos
1.8], de forma que AB é bissectada de acordo com a quarta”
[= Elementos 1.4]. [Conclusio] Esta é a forma da prova deste

problema que é dada por Apolénio.

Proclo cita a versdo de Apolénio de Elementos 1.11 (tragar

uma perpendicular a uma recta a partir de um ponto nesta) de

maneira semelhante (veja-se a figura 2):
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[Enunciado] Apolénio traca a linha em angulos rectos da
seguinte maneira: [aqui subentende-se a Exposi¢io: “Seja
AB a linha dada e C um dos seus pontos”; a ela, segue-se
a [Construgio] “Tome-se um ponto D em AC, corte-se de
CB um comprimento CE igual a CD [= Elementos 1.3];
entdo, com centro em D e distAncia DE, descreva-se um
circulo [= Elementos 1, post. 3], e novamente, seja descrito
outro circulo com centro em E e distdncia DE [= Elemen-
tos 1, post. 3]; trace-se uma linha de F a C [= Elementos 1,
post. 1]. Afirmo que esta é a linha em angulos rectos. Com
efeito, se tragarmos as linhas FD e FE [= Elementos 1, post.

1], [Demonstragio] elas serdo iguais [= Elementos 1 def. 15

e nogdo comum 1]; ora, CD e CE também sdo iguais,
e FC é comum, de forma que os angulos em C sdo iguais,
pela oitava [= Elementos 1.8]. Portanto, sdo angulos rec-
tos [= Elementos 1 def. 10].

As provas de Apolénio mantém, de acordo com
Proclo, a estrutura rigida das demonstra¢des euclidianas;
os termos técnicos que introduzem cada parte estdo omis-
sos, como seria de esperar, mas estdo assinalados em cima
anegrito (“enunciado”, etc.), para que o leitor possa identi-
ficar cada etapa da prova. A transcri¢do de Proclo também
é visivelmente esquemdtica porque é assumido (tanto por
Proclo como o seria por um leitor moderno) que Apolé-
nio alude a principios e proposi¢des dos Elementos com os
quais o leitor estd familiarizado (que também assinalei no
trecho acima citado).

A contribui¢do de Apolénio, tal como descrita por
Proclo, é surpreendente a diversos niveis. A primeira nota
digna de registo é a de que Apoldnio estd a tratar de cons-
trugdes e provas muitissimo elementares, que hoje qual-
quer crianca aprende a fazer logo a seguir a escola primaria.
A segunda é a de que Apolénio estd, sem qualquer davi-
da, a ampliar uma tradigdo muito antiga, visto que os gru-
pos de proposigdes onde surge o seu nome incluem tam-
bém, de forma sistemdtica, o nome de Enépides de Quios.
A terceira nota é a de que, se tivermos em atengdo o texto
dos Elementos que possuimos, as alternativas de Apolénio
nao trazem realmente nada de novo; antes constituem uma
paréfrase pouco interessante de Euclides. Com efeito, am-
bas as provas citadas acima concretizam a construgdo de
um tridngulo equildtero de acordo com Elementos 1.1, ao
passo que o texto euclidiano se limita a remeter para essa

proposicdo; Apolénio repete, portanto, o que jd tinha sido
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Figura 2: Elementos 1.11 na versdo de Apoldnio

GAZETA DE MATEMATICA -



feito antes, além de falhar a indicagdo de que se construiu
um tridngulo equildtero. A primeira das provas citadas rea-
liza ainda, além da construgdo do tridngulo equildtero, a bis-
secgdo de um angulo, operacdo que, nos Elementos, também
merece tratamento anterior (em Elementos 1.9, que constitui,
precisamente, um lema para 1.10). Em suma, nos Elementos ha
uma série de operagdes que merecem tratamento isolado para
evitar a sua constante repeticdo em proposicOes posteriores e
Apolénio parece ignorar esta estratégia.

Proclo ndo consegue evitar um julgamento negativo so-
bre as provas de Apolénio. A propésito da bissecgdo de uma
recta, afirma: “Também ela [a prova de Apolénio] parte de
um tridngulo considerado equildtero, mas em vez de proce-
der a partir da bissec¢do do d4ngulo em C, prova que a linha é
bissectada por causa da igualdade das bases. A prova dada
pelo autor dos Elementos é, por conseguinte, muito melhor,
porque é mais simples e procede dos principios.” De segui-
da, afirma, a propésito da versdao Apoloniana de 1.11: “Mais
uma vez se vé que esta prova, que requer que se desenhem os
circulos, é mais complexa do que aquela dada pelo autor dos
Elementos, uma vez que era possivel construir imediatamente
um tridngulo equildtero em DE e provar o teorema.” Hoje em
dia, quando os estudiosos de matemadtica antiga se dispdem
a apreciar as solugdes de Apolénio, acabam limitados pela vi-
sdo de Proclo. Considera-se que a contribui¢cdo de Apolénio

para a geometria elementar é trivial e que nenhuma das suas

alternativas foi incorporada nos Elementos. Considera-se ain-
da que as suas propostas sdo inferiores e menos cientificas do
que as euclidianas porque sdo menos econémicas e porque
interferem com a ordem légica preferida por Euclides. Assim,
por exemplo, se Proclo jé tinha assinalado, como vimos, que a
prova da bissec¢do de uma dada linha recta ndo parece tomar
como pedra angular a bissec¢do de um angulo (= Elementos
1.9); hoje em dia costuma assinalar-se que Apolénio assume
teoremas provados no livro terceiro dos Elementos na demons-
tragdo de proposi¢des bem mais elementares do livro primei-
ro, como é o caso da sua prova alternativa a 1.23.

Esta interpretacdo difundiu-se de tal maneira que é difi-
cil contradizé-la. No entanto, ela revela aquilo que podemos
considerar uma limita¢do fundamental na nossa maneira
de explicar o desenvolvimento da matemadtica antiga: é que
somos fortemente influenciados por uma imagem constru-
ida pelos autores da Antiguidade tardia cuja correcgdo ndo
podemos confirmar. Uma questdo, por exemplo, que todos
parecem ter ignorado é a seguinte: como entender que um
matemdtico tdo reputado como Apolénio apresente notas
tao destituidas de valor em relacdo as propostas euclidianas?
Uma tentativa de resposta fica para o préximo ntimero da
Gazeta, para que o leitor possa ter tempo para pensar no as-
sunto. A laia de cenas dos préximos capitulos, arrisco dizer
que ela pode implicar desconstruir e voltar a construir o que

sabemos da matemdtica antiga.
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