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1. A IMPORTANCIA DOS PRIMOS

Nao sabemos quem terd “inventado” os niimeros primos, mas
0s gregos, jd hd cerca de 2300 anos, provaram por exemplo
que os nimeros primos nunca se esgotavam. Uma proprieda-
de central destes nimeros que faz deles objectos centrais da
aritmética € o facto de todo o niimero natural se poder escre-
ver de modo tinico como produto de primos, 120 = 23 x 3 x 5
por exemplo.

Uma caracteristica dos nimeros primos que sempre fasci-
nou os matemadticos e que os torna dificeis de estudar é a apa-
rente imprevisibilidade na forma como se distribuem entre
os niimeros naturais. Por vezes parece que foram la colocados
de modo aleatério.

Deixemos os gregos e saltemos para o século XX. Serd que
o estudo dos primos tem alguma utilidade pratica? Para de-
sespero do matemaético inglés Hardy, que preferia ser espe-
cialista numa drea sem qualquer aplicagdo, os niimeros pri-
mos revelam-se fundamentais em criptografia (codificagdo
de mensagens). A utilidade dos primos em criptografia estd

relacionada com o facto de ser muito fdcil multiplicar dois

ntimeros primos a e b usando simplesmente o algoritmo que

aprendemos na escola primdria. No entanto, se me derem
n =ab, eu terei em geral bastante dificuldade em descobrir os
factores iniciais a e b, essenciais para descodificar a mensa-
gem e 0s quais me foram ocultados.

O essencial dos métodos de criptografia com uma chave
publica é a existéncia de operagdes dificeis de inverter. Multi-
plicar dois niimeros versus factorizar no caso descrito.

Existem diversas maneiras de se saber um niimero é pri-
mo. A complexidade de um algoritmo (um conceito que se
tornou relevante com a existéncia de computadores) mede o
nimero minimo de operagdes elementares necessarias para
completar uma dada tarefa em fungéo do tamanho dos dados
iniciais.

Um algoritmo simples, que todos aprendemos, para veri-
ficar se um nimero inteiro é primo ou composto é dividi-lo
por todos os inteiros até y/11. Infelizmente, em termos compu-
tacionais, este algoritmo nao é eficiente.

Considerando como dado inicial o ntimero n, o seu tama-
nho é medido pelo seu niimero de digitos 1, ou seja, d = log n.
Se precisarmos de dividir # por todos os ntimeros até /1 = 28,

o nimero de operacdes é exponencial em d, tamanho de n
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medido como o niimero dos seus digitos', o que essencial-
mente significa que, a medida que o niimero 7 cresce, a tarefa
se torna rapidamente impossivel de realizar, mesmo usando

os computadores mais sofisticados.
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Assim, tentar factorizar um nimero para verificar se ele
é ou ndo primo pode até funcionar se este tiver um factor
pequeno, mas néo é boa ideia em geral. Antes de continuar,
notemos que encontrar uma factorizagdo prépria (ou provar
que ela ndo existe) ndo é o mesmo que decidir se um nimero
é primo. O que é que podemos fazer entdo?

Até 2002 existiam duas alternativas, ambas de algum
modo insatisfatérias. Por um lado, eram conhecidos algorit-
mos deterministicos eficientes mas cuja justificacdo dependia
de conjecturas em aberto. Por outro lado, existiam algoritmos
probabilisticos eficientes, com uma probabilidade despreza-
vel de o algoritmo certificar um ntimero primo erradamente.

Em 2002, Agrawal, Kayal e Saxena, trés cientistas da com-
putacdo indianos (o segundo e o terceiro ainda alunos de
licenciatura), descobriram, para espanto dos especialistas,
um algoritmo que permite decidir se um ntimero é primo em
tempo polinomial.

O artigo onde este algoritmo é apresentado chama-se sim-
plesmente “PRIMES is in P”[1], e afirma que o problema de
determinar se um ndmero é ou ndo primo, estd em P, que é a
classe dos problemas que se podem resolver computacional-
mente em tempo polinomial.

Notamos aqui que, antes do artigo [1], o problema se
encontrava em NP, a classe de problemas para os quais uma

solugdo apresentada pode ser verificada em tempo polino-

mial. Por exemplo, se um niimero for composto, e nos derem
uma factorizacdo prépria, é simples verificar se a factoriza-
¢d0 estd certa, mas esta é dificil de encontrar. Se usamos o
nosso cartdo de crédito na Internet é porque ainda ningtiem
conseguiu encontrar um método simples para factorizar um
ndamero.

Um dos problemas mateméticos mais importantes, ainda
em aberto, é justamente saber se para todo o problema na
classe NP se pode encontrar uma solucéo algoritmica eficaz
(i.e., em tempo polinomial), o famoso problema “P=NP”. De um
modo um pouco embaragoso podemos dizer que ndo sabemos
se existem problemas verdadeiramente dificeis, em termos
computacionais! Esperemos que a resposta seja negativa, para
podermos fazer compras na Internet e para continuarem a

existir problemas matematicos interessantes sem solugdo.

2. COMO RECONHECER UM PRIMO?

“Os matemadticos tentaram em vdo descobrir uma ordem
subjacente a sequéncia dos primos, mas hd razdes para
acreditar que existem mistérios onde nunca conseguiremos
"
penetrar. L. Euler (1770)

Vamos agora descrever métodos que nos permitem decidir
se um nuimero inteiro n é primo sem ser necessdrio obter a
sua factorizagao.

Aqui precisaremos da nogdo de congruéncia. Dois inteiros
a,b € Z sdo congruentes médulo 1 se a — b for um multiplo de
n. Escrevemos 2 = b mod 1, com um sinal parecido com o
de igualdade porque de facto podemos trabalhar equagdes
com congruéncias de forma similar as equagdes habituais,
no que diz respeito a adigdes e multiplica¢des. Esta foi a razdo
pela qual Gauss o escolheu, no seu famoso Disquisitiones Ari-
thimeticae, para representar a relagdo de congruéncia.

Se queremos entdo reconhecer eficazmente niimeros pri-
mos, precisamos de encontrar uma propriedade no univer-
so dos inteiros que seja verdadeira sempre que n é primo e
s6 nesses casos. Além disso, a propriedade terd de ser facil
de testar (i.e., em tempo polinomial). Uma primeira tentativa
seria a de tentar usar o pequeno teorema de Fermat: dado um
primo 7 e um inteiro a4, " — a é sempre um multiplo de n —
isto é, se n é primo e a4 é um inteiro qualquer, 4" =a mod n.
Veremos mais a frente uma demonstracdo simples deste

resultado.
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Assim, para garantir que um nimero n é composto basta
encontrar um inteiro a (testemunha) tal que 4" — a néo seja
multiplo de n. Este método infelizmente ndo funciona sem-
pre porque existem niimeros que se “disfarcam” de primos,
os denominados niimeros de Carmichel: nimeros compostos
tais que para qualquer inteiro a, 4" — a é sempre multiplo de
n. Estes niimeros passariam em todos os testes relacionados
com o pequeno teorema de Fermat mesmo nao sendo primos.

Uma propriedade simples que, ao contrdrio do peque-
no teorema de Fermat, caracteriza os primos de modo
completo é dada pelo teorema de Wilson: um inteiro n
é primo se e s6 (1 —1)!4+1 é um multiplo de n — isto &,
(n—1)!'=-1 mod

existir um modo simples de calcular (n—1)!2

n. A dificuldade neste caso é nao

Uma outra maneira de decidir se um ndmero n é primo
é olhar para a linha correspondente do Tridngulo de Pascal
e verificar se todos os elementos exceptuando os 1’s das pon-
tas sdo multiplos de n. Podemos também escrever: n é primo
se e s6 se (})é multiplo de n paral <k <n— 1.

Este resultado ndo é muito dificil de demonstrar.
Para verificar por exemplo que o coeficiente binomial
(Z) = Wcoml < k < n—1émdltiplo de 1, bas-
ta observar que na fracgdo anterior o factor n aparece uma vez
no denominador e nunca aparece no denominador porque n
ndo tem factores préprios. O argumento para a implicacdo
contrdria é apenas um pouco mais envolvente, ficando ao cui-
dado do leitor dedicado. A dificuldade nesta caracteriza¢do
consiste na necessidade de verificar n — 1 coeficientes bino-
miais, o que é naturalmente pouco eficaz.

No entanto, esta caracteriza¢do tem uma formulagdo po-
linomial andloga que ird revelar-se crucial. Lembrando que

n
(x+y)" =) (Z) y
k=0
se n for primo, temos (x +y)" = x" +y" + np(x,y), em que p
é um polinémio, ou seja, (x +y)" = x" + y" mod n, consi-
derando agora congruéncias em polinémios. O artigo [4] cha-
ma a este resultado o teorema binomial das criangas.

Pode mesmo provar-se que n é primo se e sé se
(x+1)" = 2" +1 mod n, e a demonstragdo néo é particu-
larmente dificil.

Podemos apresentar nesta altura uma demonstracao

do pequeno teorema de Fermat, que afirma que para todo

o inteiro a e todo o primo n, 4" =a mod n. A demonstra-
¢do pode ser feita por indugédo: a propriedade é claramente
vélida para a = 1, e supondo que é vélida para a, usamos
o teorema binomial das criancas para escrever (a +1)" =
a"+1"=a+1 mod n,

Usando o pequeno teorema de Fermat, vemos que se 1 é
primo, entdo (x +a)" =x" +a mod n. Esta é uma das con-
digdes que aparecem no teorema, e que acabamos de provar

ser necessdria para 71 ser primo.

3. CARACTERIZACAO DOS PRIMOS DE AGRAWAL,
KAYAL E SAXENA

O resultado de Agrawal, Kayal e Saxena (AKS) baseia-se en-
tdo numa caracterizagdo engenhosa dos nimeros primos,
que permite decidir, em tempo polinomial, se um ntimero é
primo. Comegcamos por apresentar a caracterizagdo, passan-

do depois a esclarecer alguns conceitos.

Teorema Seja n > 2 um inteiro, r < n um inteiro positivo tal
que n tem, médulo r, ordem maior do que (logn)?. Entdo n é
primo se e s6 se

® 11 ndo é uma poténcia perfeita,

® 11 ndo tem nenhum factor primo menor ou igual a r e

o paracadainteiroa,1 < a < \/rlogn, temos(x + a)" = x" +a

mod (n,x" —1).

Esclarecemos agora alguns conceitos: a ordem de um
inteiro m mod 7, para m e r coprimos, é o menor ndimero
k tal que mF =1 mod r. Na terceira condicdo, a notacdo
mod (1, x" — 1) indica congruéncia médulo n e médulo x” — 1
simultaneamente. Encontra-se uma caracterizagdo equiva-
lente em [3], apresentada inicialmente por Dan Bernstein em
[2].

Destas condigdes, ja verificimos que algumas sdo neces-
sdrias para a primalidade de n. A demonstracdo completa da
caracterizagdo, embora curta, ndo é do dmbito deste artigo,
e pode encontrar-se em [1], [4] e [3].

Nao vamos igualmente demonstrar que o tempo compu-

tacional de implementagdo desta caracterizacdo é polinomial

1 = L . .
Em questbes computacionais é mais habitual usar a base 2 em vez da base
10 que costumamos usar na escrita de nimeros.

°E talvez surpreendente que ndo se conhega uma forma simples de multi-
plicar os primeiros n naturais anéloga a que conhecemos para os somar.
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(mais uma vez, remetemos o leitor interessado para os arti-
gos acima). Para dar uma ideia da simplicidade de alguns dos
célculos necessdrios, como o cdlculo da poténcia de (x + a)",
note-se que a medida que vamos fazendo multiplica¢Ges,
como estamos a fazé-las no médulo x” — 1, o grau dos poli-
némios que aparecem nunca é maior do que r. O resultado
inicial de AKS afirma que o algoritmo termina ao fim de um
tempo na ordem de 475, em que d = log, n corresponde ao

ntmero de digitos de n em base 2.

4. COMENTARIOS FINAIS

O resultado de AKS foi notdvel a vdrios niveis. Em primeiro
lugar, pela sua simplicidade: o artigo inicial que deu origem a
[1] tem nove pdginas, e os especialistas a quem o artigo tinha
sido enviado confirmaram em poucos dias que o argumento
estava essencialmente correcto. Foi em 4 de Agosto de 2002,
um domingo, que os autores enviaram a primeira versio
do artigo a 15 especialistas. Nessa mesma noite receberam
ja algumas respostas de parabéns, na segunda-feira Carl Po-
merance (um dos 15 especialistas) organizou um semindrio
improvisado para discutir o assunto e preveniu o The New
York Times, que publicou na quinta-feira seguinte uma noticia
sobre o resultado, com titulo “New Method Said to Solve Key
Problem in Math”. Na sexta-feira jd estava publicada na in-
ternet uma versdo abreviada da demonstracdo, que se redu-
zia a uma pdgina (da qual [2] contém uma versdo posterior).
Outras contribui¢des foram dadas mais tarde, como por
exemplo a de Henrik Lenstra e Carl Pomerance, que apresen-
taram em 2003 uma modificagdo do algoritmo que funciona-
va em tempo da ordem de d®.

E muito invulgar que um problema tdo antigo e importan-
te seja resolvido de forma tdo simples. O artigo [3] nota que é
praticamente impossivel explicar a um grande ptblico, mes-
mo com alguma formag¢do matematica, solugdes completas de
outros problemas antigos, como o dltimo teorema de Fermat,
ou o trabalho dos tltimos laureados com a medalha Fields.
No entanto, é notavel que esta solugdo seja compreensivel até
para alunos de licenciatura.

Quase a terminar temos de confessar que o algoritmo aqui
proposto por AKS, embora de complexidade polinomial e sob
diversos aspectos, brilhantes, ndo foi usado na prética, pelo
menos, até hoje. Na verdade, os algoritmos mais eficazes para

determinar se um inteiro n é primo sdo os algoritmos pro-

babilisticos referidos anteriormente. Embora exista a possibi-
lidade destes algoritmos certificarem como primos niimeros
inteiros n erradamente, isto acontece com uma probabilidade
tdo pequena quanto se queira — inferior a 10~ por exemplo —,
mais facilmente alguém ganharia 10 vezes consecutivas a lo-
taria.

Finalmente resta dizer que desde 1997 existem algoritmos
quanticos para factorizar nlimeros inteiros em tempo polino-
mial. Mas o leitor pode estar descansado e continuar a usar
o seu cartdo de crédito porque o algoritmo descoberto por
Peter Shor [5] depende da construgdo de uma nova geragdo,
ainda inexistente, de computadores que procuram tirar par-

tido de fenémenos quanticos.
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