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O que tém em comum o Tio Patinhas,

o pintor surrealista Salvador Dali,

a queda do Império Romano e os reflexos
de luz numa chéavena de ch4d?

E, por amor a ciéncia, é conveniente
provocar um cao agressivo sO para ver

se um teorema de geometria diferencial

é verdadeiro? O matematico francés René
Thom desenvolveu uma teoria geométrica
que explica porque é que certas formas
simples aparecem em todo o lado nas
ciéncias naturais. Desta teoria foram
imaginadas consequéncias e aplicagdes
de todos os tipos. Apresentaremos uma
breve introducdo a teoria das catdstrofes,
esperando despertar a curiosidade do leitor
e o seu desejo de aprofundar alguns dos
tépicos apresentados.

m A Christmas for Shacktown, um dos mais belos traba-
lhos de Carl Barks, publicado pela primeira vez em Ja-
neiro de 1952, Tio Patinhas corre o risco de perder todo o di-
nheiro contido no seu cofre pelo colapso do chdo do préprio
edificio causado pela carga de moedas e notas ai amontoadas.
A razdo que desencadeia o desastre é uma miserdvel moedi-
nha: o tostdo fatal referido no titulo.
Este é s6 um exemplo dos muitos que sdo usualmente
associados ao termo “catdstrofe”, entendida como o surgir

repentino de um efeito explosivo em consequéncia de uma

causa que pode ser de intensidade leve ou, de qualquer forma,
pode exercer a sua influéncia de modo continuo no tempo,
sem efeitos aparentes até o momento do desastre. Voltando
a histéria de Carl Barks, durante anos e anos as moedas fo-
ram adicionadas uma apds a outra no cofre num processo de
acumulagéo de tipo continuo e sem qualquer alteracdo digna
de nota na estrutura do edificio. A certo ponto, aparece uma
descontinuidade repentina e o desmoronamento (assinalado
pelo rumble do quadradinho) é o seu resultado inesperado.
Em geral, faz-se remontar o nascimento da teoria das
catdstrofes como teoria matemdtica ao ano de 1972, com
a publicagdo do livro Stabililité Structurelle et Morphogénese.
Essai d’une théorie générale des modeles, do matemdtico fran-
cés René Thom (1923-2002). O livro, especialmente apds a
sua tradugdo em inglés, teve um enorme impacto, embora
ainda hoje, por causa do seu estilo complexo, talvez ndo seja
bem compreendido por muitos. René Thom entrou em 1943
na prestigiada Ecole Normale Supérieure de Paris, onde se
licenciou em 1946, e obteve uma posicdo de investigacdo no
CNRS, em Estrasburgo. Depois de uma bolsa de estudo, que
lhe permitiu passar um periodo nos Estados Unidos (onde
encontrou também Einstein), ensinou em Grenoble (1953-
1954) e em seguida, novamente em Estrasburgo (1954-1963).
Foi nomeado professor em 1957. Em 1958, com 35 anos, foi
galardoado com a Medalha Fields pelas suas importantes
contribui¢des a topologia diferencial e a teoria das singu-
laridades, algumas das quais remontavam ao trabalho de
investigacdo com o qual concluiu o seu doutoramento em 1951.

Como é sabido, ndo ha Prémio Nobel da Matemaética
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(embora alguns matemadticos tenham recebido o Prémio No-
bel em outras dreas pelo seu trabalho). O Congresso Interna-
cional de Matematicos, que se reuniu em Zurique em 1932,
adoptou a proposta de John Charles Fields de preencher essa
lacuna, e os reconhecimentos para a matemadtica (chamados
por esta razdo Medalhas Fields) foram conferidos pela pri-
meira vez no congresso seguinte, em Oslo em 1936. Ap6s uma
interrupgdo durante o periodo da Segunda Guerra Mundial,
desde 1950 as Medalhas Fields foram regularmente atribui-
das de quatro em quatro anos. Estes prémios sdo dados como
reconhecimento a investigagdo ja desenvolvida, mas também
a matemadticos que se demonstrem particularmente promis-
sores. Com efeito, para receber a Medalha Fields é preciso
néo ter mais de 40 anos de idade.

Por ocasido do discurso de atribui¢do da Medalha Fields a
Thom pela sua investigagéo sobre temas como o cobordismo
e os teoremas de transversalidade, destacou- se em particu-
lar como as ideias de Thom, dignas de admiragdo pelo seu
cardcter geométrico e pela sua natureza intuitiva, haviam
enriquecido a matemdtica e como tudo parecesse indicar
que o impacto dessas ideias estava longe de estar esgotado.
Em 1964, René Thom transferiu-se para o Institut des Hau-
tes Etudes Scientifiques em Bures-sur-Yvette, um centro de
investigagdo perto de Paris, onde continuou a trabalhar até a
reforma, em 1988.

Embora a teoria das catdstrofes tenha as suas raizes na
investigacdo em Topologia Diferencial que valeu a Thom
a Medalha Fields, o seu maior desenvolvimento deu-se
nos anos que se seguiram a 1960. O préprio Thom afirma
em alguns artigos autobiograficos que a Medalha Fields lhe
garantiu a liberdade de escolher os tépicos de investigagdo
que queria desenvolver sem nenhuma restrigdo. Isto levou-
-0 gradualmente a abandonar a investigacdo matematica
no sentido mais puramente técnico do termo e a abranger no-
¢Oes mais gerais, tais como a génese das formas em biologia’,
em geologia, na linguistica, em ciéncias sociais e noutros cam-
pos ainda, contando sempre mais com a sua intuigdo geomé-
trica do que com o formalismo matematico de tipo académico.

Nao se pode concluir esta breve nota histdrica sobre a “te-
oria das catdstrofes” sem mencionar o nome do matemaético
inglés Erik Christopher Zeeman (nascido em 1925), que muito

contribuiu para a difusdo da teoria e das suas aplicagSes (ver,
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Chris Zeeman

René Thom

por exemplo, [5]). Chris Zeeman foi uma figura importante
no panorama da matemadtica britdnica de 1900. Licenciado
em Cambridge, em 1964 transferiu-se para a nova Universi-
dade de Warwick, perto da cidade de Coventry, onde ficou
até 1988. Sob a sua lideranca, Warwick tornou- se em pou-
cos anos um dos centros de investigagdo mais importantes
para o estudo dos sistemas dinamicos. Para além dos seus su-
cessos na investigagdo matematica, (€ no mundo académico,
que lhe garantiram um amplo ntimero de distingdes (chegan-
do a receber o titulo de “Sir”), Christofer Zeeman é famoso
pelas suas aulas e conferéncias brilhantes e pela sua obra
a favor da educacdo de jovens talentos matematicos no Reino
Unido. Se a teoria das catdstrofes se tornou tdo popular fora
do mundo matematico, de tal forma que até os jornais didrios
comecaram a tratar do assunto em meados dos anos seten-
ta com titulos do tipo “Thom: tenho a férmula que explica
os desastres” (Corriere della Sera Illustrato, 1978), deve-se em
grande parte a obra entusiasta de artigos e conferéncias
de Zeeman. Ele foi um verdadeiro pioneiro no que diz res-
peito a imaginar novas aplica¢des da teoria as ciéncias biol6-
gicas e comportamentais e inventor de uma maquina das ca-
téstrofes, um simples mecanismo que ilustra como pequenas
perturbacdes podem dar origem a fenémenos de des-
continuidade. De acordo com o préprio Thom, o ter-
mo “teoria das catdstrofes” foi criado por Zeeman.

Nos anos setenta, o grande sucesso de ptblico da teoria
das catéstrofes levou a uma “moda” em que cada vez mais
pessoas, imitando a abordagem de Thom e Zeeman (por ve-
zes sem perceber completamente as técnicas que utilizavam
e ndo possuindo nem o dominio da matemdtica nem a intui-

¢do geométrica destes dois precursores), tentaram encontrar



novas aplicacdes da teoria a especulacdes gradualmente mais
ousadas e extravagantes e, por vezes, sem nenhuma base
experimental. Isto provocou uma espécie de rejeicao de gran-
de parte da comunidade matemadtica (e cientifica em geral)
a qual se seguiu um periodo de debates acalorados
e de polémicas. O préprio Thom, num artigo autobiografi-
co de 1997, conclufa amargamente: “E um facto que a teoria
das catdstrofes estd morta. Mas poder-se-ia dizer que mor-
reu por causa do seu grande sucesso.. Quando se percebeu
que a teoria ndo permitia previsdes quantitativas, todas as
mentes bem-pensantes decidiram que a teoria ndo tinha va-
lor nenhum...”. Hoje podemos ver tudo numa perspectiva
histérica e em vez de escrever como num famoso artigo na
revista Science de 1977 (Gina Kolata) “Teoria da Catéstrofes:
o rei vai nu”, podem publicar-se trabalhos intitulados “Ascen-
sdo e queda da teoria das catdstrofes em economia: deitou-
-se fora o bebé com a dgua do banho?” (J.B. Rosser Jr., 2007).
Voltaremos a este assunto mais a frente.

Uma vez que este é um artigo escrito por um matematico,
o leitor esperaria encontrar também um pouco de matemati-
ca e ndo apenas conversa de tipo jornalistico. Quem escreve,
por sua vez, encontra-se agora num grande embarago. Com
efeito, percebe que os colegas matemadticos que vao ler este
artigo se calhar estremecerdo a frente de simplifica¢des
demasiado audazes e também tecnicamente incorrectas
(se ndo forem suportadas por hipéteses bem precisas).
Um exemplo: ndo é verdade que um ponto onde a derivada
de uma fungdo se anula é necessariamente ou de maximo
ou de minimo ou de inflexdo (como parecerei sugerir daqui
a pouco). No entanto, isto é verdade para algumas classes
de fungGes (por exemplo, para aquelas de tipo polinomial).
Uma premissa que é importante fazer é que a teoria das ca-
tastrofes ndo aborda todos os possiveis aspectos que pode
apresentar uma funcdo. As palavras magicas neste contexto
sd0 os termos suave e genérico: as propriedades consideradas
sdo validas para funcdes que possuem uma grande regula-
ridade (por exemplo, fung¢des polinomiais) com a possivel
excepcao de “casos patolégicos” extremamente raros.
Para além disso, estas propriedades devem manter-se para
pequenas perturbagdes das fungdes. O termo “pequeno”
é aqui usado de forma deliberadamente ambigua e é, num

certo sentido, tautolégico: pequeno significa adequado para a

validade dos teoremas enunciados. Uma vez que ndo enun-
ciarei de modo formal nenhum teorema, mas ilustrarei
apenas um par de aplicagdes, ndo preciso de clarificar mais
este assunto. Quem pretenda aprofundd-lo, deverd entrar
num terreno que nao é trivial e requer competéncias técni-
cas especificas de andlise matemdtica. Uma adverténcia final:
as propriedades que serdo agora descritas sdo de tipo pu-
ramente qualitativo (e ndo quantitativo). Por exemplo, nal-

3 em

guns textos consideram-se as perturbacdes da funcio x
outros as da funcdo x3/3. A segunda fungdo é, por vezes,
mais conveniente porque a sua derivada é x* (em vez de 3x?).
Isto simplifica alguns cdlculos. Para além de alguns coeficien-
tes por redimensionar, ndo hd diferenga nenhuma em consi-
derar uma ou outra das fun¢des. Um pouco mais delicado é
o facto de que, quando perturbamos uma fungdo que comeca
com uma certa poténcia de x seguida de termos de grau mais
baixo, ndo é necessdrio considerar todos os termos de ordem
menor para obtermos todos os possiveis graficos qualitativa-
mente distintos. Por exemplo, os gréficos da funcio y = x?
e das suas deformacdes y = x> +ax + b sio do mesmo tipo:
sdo todas pardbolas com a concavidade virada para cima
(como se costuma dizer em linguagem da escola secunddria).
Mais

y=2x*+ax+b que podem ser obtidas ao variar dos co-

precisamente, todas as pardbolas da forma
eficientes 2 e b (de infinitas maneiras possiveis) sdo mera-
mente translagdes da pardbola y = x* (experimente, se nao
acredital). A coisa torna-se mais complicada para y = x> e as
suas perturbagf)es y= x3 4 ax? + bx + c. Neste caso, ao variar
dos coeficientes a, b, c podem ser obtidas formas qualitativa-
mente diferentes dos graficos. No entanto, quem tiver algumas
reminiscéncias de calculo diferencial poderd convencer-se
de que, para obter todos os comportamentos qualitativamen-
te diferentes (ou seja, todas as diferentes formas dos graficos
que podem originar-se a partir de x> por adigdo de poténcias
de x de ordem mais baixa), bastard considerar apenas fungées
da formay = x3 + ux, variando o pardmetro u. Ter entendido
estas observagdes ja é um passo importante para o que se segue.

A teoria das catdstrofes propde dar uma explicagdo

de alguns fenémenos de tipo descontinuo através do uso

Inspirando-se também no trabalho pioneiro de D’Arcy Wentworth
Thompson (1860-1948), autor de Crescimento e Forma, em [917.
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de modelos matematicos de tipo continuo. Um sistema (fisi-
co ou mecanico, um organismo vivo, um modelo econémi-
co ou social, etc.) é modelado por equagdes diferenciais. Es-
tas equagdes representam a evolugdo do sistema no tempo.
Nio é necessdrio para o leitor saber em detalhe (ou lembrar-
-se, se se esqueceu) o que é uma equagao diferencial. Por ago-
ra é suficiente saber que hd uma dindmica interna ao siste-
ma de acordo com a qual a evolugdo do mesmo esta descrita
de forma semelhante as leis da fisica.

Chegados a este ponto, uma primeira e importante
hipétese que se assume é de que o sistema seja de tipo gra-
diente. Isto significa que existe uma fungédo potencial a par-
tir da qual podem determinar-se os estados de equilibrio
do sistema. Uma fungio potencial V é uma fungdo de um
certo numero de varidveis X,¥,z, ..., (varidveis internas, que
descrevem o estado do sistema) e que toma valores reais.
Um exemplo classico em Fisica é dado pela energia do sis-
tema que se estd a considerar, mas podem imaginar-se ind-
meros outros exemplos noutras situagdes. Para simplificar
a exposi¢do, imaginemos por agora que o potencial depen-
de de uma tnica variavel x. Teremos entdo uma fungéo V (x)
da qual poderemos tragar o grafico (ver figura 1).

O comportamento de um sistema de tipo gradiente’ é ana-
logo ao de uma gota de dgua (ou de uma pequena bola) apoia-
da num ponto do grafico e sujeita a uma forga que a empurra
para baixo. Ela tenderd a dirigir-se para os pontos de mini-
mo relativo da fungdo potencial. Para dizer toda a verdade,
ha algumas excepgdes. Por exemplo, se pusermos a nossa
gota num ponto de maximo (ou num ponto de inflexdo onde

a derivada é nula), a gota ficard parada em equilibrio. Porém,

Figura 1: Um possivel exemplo de fun¢do potencial numa varidvel x.
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estas posi¢des sdo de tipo instdvel, no sentido em que serd
suficiente uma pequena perturbagdo para fazer deslizar
a nossa gota para um ponto de minimo adjacente. Muitas
vezes 0s sistemas fisicos (como também outros sistemas
em economia, em biologia, etc) comportam-se de forma
semelhante ao que acabdmos de descrever, estabilizando-se
(depois de um certo tempo transitério) em posi¢oes de equili-
brio estdvel dadas pelos minimos relativos do potencial.

Uma segunda hipétese importante da teoria das catéstro-
fes é a de negligenciar o comportamento transitério (que se
sup0e realizar-se numa escala temporal muito mais curta
dos fenémenos que se quer observar) para se concentrar nas
posigdes de equilibrio, estaveis ou instéveis. E claro que s6
as primeiras sdo as que se observam na Natureza, pois persis-
tem por pequenas variagdes das condigdes iniciais. No caso
simples considerado, isto é, o de um potencial V (x) dependen-
te de uma tnica varidvel, para determinarmos as posi¢des
de equilibrio serd suficiente estudar a equagdo dos pontos
estaciondrios (ou pontos criticos) V'(x) =0 e encontrar as
suas solugdes.

Se toda a histéria se reduzisse a isto, haveria bem pouco
para contar. Mas, em geral, na Natureza a funcdo potencial
ird depender de alguns pardmetros (ditos também factores
de controlo) que podem variar no tempo. Para dar um exem-
plo bastante grosseiro, a forma do nosso corpo é algo estével
dia-a-dia (por sorte!), mas ndo fica a mesma com o passar
dos anos. Cresce-se, a barriga fica maior, as costas curvam-se
um pouco e o que era o jovem atlético e esbelto transforma-se
num menos agraciado professor de meia-idade.

Nesta 6ptica, pode assumir-se que a fungdo potencial V,
para além de depender de um certo nimero de varidveis
internas, x,¥, z,. .., dependa também de um certo nimero de
pardmetros de controlo u, v, w, . .. Variando estes parametros
a sua forma muda de modo continuo. As variagdes dos gra-
ficos de V ao variar os parametros podem pensar-se como
as alteragdes de uma paisagem com o passar das eras geolo-
gicas. Se pudéssemos filmar uma paisagem aparentemente
fixa e imutével (estdvel) de colinas e montanhas durante va-
rios milhdes de anos e pudéssemos rever o filme a altissima
velocidade, observariamos colinas e vales a nascer, a modi-
ficar-se, a desaparecer, etc. Podemos agora imaginar uma

situagdo em que, ao variar de certos pardmetros, um ponto



Figura 2: Gréficos da funco potencial V' (x) = L3 +ux para os valores
do pardmetro u = —4 (vermelho), u = —1 (azul) e u =1 (preto). No primeiro
caso, 0s pontos de minimo e de maximo sdo bastante acentuados, no segundo

caso, sdo um pouco atenuados, no terceiro, desapareceram completamente.

Neste Ultimo caso, ndo havendo nenhum ponto de equilibrio estavel, o estado
do sistema x tende para —oo (em tempo finito, pode provar-se). Diz-se que
o sistema explode a —o0.

que antes era estdvel perca a sua estabilidade: a pequena bola
(ou gota de dgua) que anteriormente estava tranquilamen-
te em repouso num vale, de repente encontrar-se-4 no lado
de uma encosta e deslizard para um novo ponto de minimo
do potencial (ou caird sem nunca parar se todos os pontos
de minimo tiverem desaparecido). Neste caso, uma variagao
continua dos pardmetros determina um salto descontinuo
do estado do sistema: uma catdstrofe, precisamente. Dado
que, como vimos acima, interessa-nos identificar os pontos
estaciondrios de V, com particular atencdo para os que sdo
estdveis, estudaremos a forma como, ao variar dos paradme-
tros de controlo, varia a estabilidade dos equilibrios.

Se tomarmos o exemplo da figura 2 e procurarmos os pon-
tos estaciondrios, da relacio V’(x) = 0, obtemos x% 4 u = 0.
No plano cartesiano com abcissa u (parametro de controlo)
e ordenada x (varidvel interna, que determina o estado do
sistema) obtém- se um lugar geométrico (é uma pardbola),
que representa o conjunto dos pontos estaciondrios ao variar
do parametro u. Esta curva, desenhada na figura 3, represen-
ta o caso mais simples de catdstrofe elementar, que se chama
“dobra”. Esta catdstrofe intervém em todos aqueles modelos
onde um sistema é conduzido de modo uniforme para um
ponto de ruptura, como na histéria da moedinha que provo-

ca o colapso do chdo do cofre de Tio Patinhas. Esta situagéo

Figura 3: Conjunto dos ponttos estaciondrios do potencial V (x) = %x?’ +ux
ao variar do pardmetro u. Os pontos da pardbola ¥24+u=0comx >0
correspondem a equilibrios estdveis (os vales da figura anterior), enquanto os
instaveis (os cumes da figura anterior) sio os que correspondem a X < 0.
Se u é negativo, o sistema encontrar-se-d no equilibrio estdvel X = m
O pardmetro u pode aumentar de forma continua, e quando ultrapassar o
valor u = 0 os equilibrios desaparecem e o sistema explode em tempo finito.
O Vértice da pardbola, em u = 0, corresponde ao instante em que se verifica
o colapso do chdo do cofre do Tio Patinhas.

é bem descrita por expressdes coloquiais como “a gota que
faz transbordar o vaso” ou “ndo esticar demasiado a corda
(porque se parte)”.

Até agora considerdmos um exemplo muito particular,
que é também o mais simples de todos. Poderia pensar-se que
o nimero de casos qualitativamente diferentes que se podem
apresentar seja enorme, se ndo mesmo infinito. Isto tornaria a
teoria praticamente inutilizével para as aplicagdes, visto que
quem quisesse aplicd-la a um modelo especifico ndo saberia
que tipo de catdstrofe elementar escolher. E aqui estd um dos
pontos cruciais da teoria, contido num teorema de classifica-
¢do topoldgica de Thom (1969). De acordo com este resulta-
do, em sentido genérico e entre os sistemas dependentes de
até trés pardmetros de controlo, s6 hd cinco catdstrofes elementares.
Para sistemas dependentes de, no maximo, quatro pardmetros,
aos cinco modelos anteriores devemos juntar outros dois,
num total de sete catdstrofes elementares: o “magico niimero 7”
como escreve com alguma ironia Vladimir I. Arnol'd na in-
troducdo do seu livro [1]. As setes catdstrofes elementares fo-
ram dadas nomes sugestivos que lembram algumas caracte-
risticas das superficies constituidas pelos conjuntos de pon-

tos criticos da fung¢do potencial. No caso da dobra, a “superfi-

Que numa linguagem técnica se escreve como ' = —AV (x).
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A esquerda,
Hassler Whitney.
A direita,
Vladimir |. Arnol'd.

cie” , de facto, uma curva plana, a pardbola X2 +u= 0, mas
no caso de mais parametros temos superficies mergulhadas
no espago tridimensional (a ctspide) e hipersuperficies mer-
gulhadas num espago de dimens&o 4 (a cauda de andorinha)
ou superior. Para além da dobra, os nomes atribuidos as sete
catdstrofes elementares sio os seguintes:

A ctspide, no caso de uma variavel x e dois pardmetros de
controlo, u, v, obtida a partir dos pontos criticos (V'(x) = 0)
do potencial

V(x) = }Ex‘l + %ux2 + ox.

A cauda de andorinha, no caso de uma varidvel x e trés para-
metros de controle u, v, w, obtida a partir dos pontos criticos
do potencial
V(x) = éxS + %uxe’ + %vx2 +w.

E ainda a borboleta, o umbigo hiperbdlico (Iz vague), 0 um-
bigo eliptico (le poil), e 0 umbigo parabdlico (le champignon),
para os quais ndo damos a expressdo explicita do potencial
por razdes de espago.

Em relagdo a figura 4, é interessante dar uma interpre-
tacdo da curva, que tem forma de ctispide e que aparece
a projectar a superficie dos pontos criticos sobre o plano
dos parametros. Mais precisamente, a superficie de equagdo
f(u,0,x) =0, com f(u v x) =x%+ux +v contém algumas
dobras, no sentido de que tem algumas partes onde a super-
ficie se enrola sobre si prépria. Outras partes projectam-se
de forma bijectiva sobre o plano uv, de equagdo x = 0. Para
determinar a equagdo da ctspide, curva sobre a qual se pro-
jecta o contorno das dobras, procuram-se os pontos da super-
ficie onde % = (. Sob esta afirmacédo esconde-se a utiliza¢do

do Teorema da Fungdo Implicita.
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. .. ad
Com efeito, numa vizinhanga dos pontos onde % # 0 (pontos
ditos requlares) poderdo descrever-se os pontos da superficie
com X a depender de forma univoca de (,v). Portanto, os pon-
tos de dobra serdo aqueles onde ch = 0 (ditos pontos singulares).

Chega-se assim ao sistema de equagdes:
B+ux+v=0
3x2+u=0

Eliminando a varidvel x e tendo em conta que pela segun-

(equagdo de superficie)

(condigdo de anulamento
da derivada parcial 9f /9x )

da equagédo deve ser u < 0, obtém-se por fim a equagdo da

ctispide no plano uwv:
992 = 4u3, comu < 0.

As observagdes aqui feitas para este caso particular estdo
contidas numa teoria geral desenvolvida em 1955 pelo mate-
mético americano Hassler Whitney (1907-1989) que, com o seu
artigo “On Singularities of Mappings of Euclidean Spaces. 1.
Mappings of the Plane onto the Plane”, criou as bases para
o estudo das singularidades de aplicacdes suaves entre su-
perficies. Como escreve de forma admirdvel o grande ma-
tematico Vladimir I. Arnol'd (1937-2010) no seu livro [1]:
“Aplicagées de superficies regulares sobre o plano sdo tudo
o que nos rodeia. Com efeito, a maioria dos objectos a nossa
volta é limitada por superficies suaves. Os contornos visiveis
dos corpos sdo a projecgdo das suas superficies sobre a reti-
na do olho. Examinando os objectos que nos rodeiam, por
exemplo os rostos das pessoas, podemos estudar as singu-
laridades dos contornos visiveis.” Usualmente vemos essas
singularidades como dobras ou ciispides. A teoria de Whitney
(e a de Thom, com ela relacionada) tem intimeras aplica-
¢bes em Gptica (com as cdusticas, ja estudadas por Newton e
Huygens) e, em geral, na andlise da propagacéo das frentes
de onda (veja-se o reflexo de luz em forma de cuspide
que aparece no liquido contido
na chéavena da foto).
Particularmente bela é,
na minha opinido, a ané-
lise que Arnol’d faz sobre
o trabalho de Zeldovi¢
relativo a distribuicdo em
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Figura 4: Superficie dos pontos criticos v/ (x) = x3 + ux +v = Onocaso
da catdstrofe chamada cuspide. A varidvel x representa a altura, enquanto os
parametros de controlo © e v s3o a abcissa e a ordenada no plano x = 0. Se
a superficie for projectada no plano uv (imagine tirar uma foto de cima), ird
aparecer o perfil de uma cuspide correspondente aos pontos onde a superficie
se dobra sobre si prépria.

no Universo, matematicamente equivalente a formagéao de sin-
gularidades de cdusticas.

A catéstrofe de tipo ctispide talvez tenha sido a mais uti-
lizada nas aplicagdes, de uma forma mais ou menos apro-
priada. Néao é trivial como a dobra, e portanto permite uma
descrigdo de fenémenos mais complexos. Para além disso,
o conjunto dos pontos criticos é uma superficie que se pode
visualizar no espago (enquanto as catdstrofes de ordem su-
perior, descritas geometricamente por superficies contidas
num espac¢o de dimensao, pelo menos, 4, sdo visualizdveis
apenas através das suas secgdes tridimensionais). Em [4],
Woodcock e Davis utilizam modelos baseados, a maioria das
vezes, na catdstrofe de tipo cispide para descrever ndo s6
aplicagdes bem conhecidas na fisica, mas também aplicagbes
mais controversas (propostas por vdrios autores), tais como:
o comportamento territorial dos animais, a agressdo ou sub-
missdo de um cdo que é provocado, algumas caracteristicas
comportamentais, tal como ser de temperamento solitdrio
ou gregdario, os comportamentos psicolégicos de massa rela-
cionados com a percepgdo do perigo, que podem aumentar
ou diminuir a coesdo de um exército, desencadear o panico,
dar inicio a motins, etc. Aplicagbes a politica e a histéria tém
tentado descrever o declinio e a queda do Império Romano,
a ascensdo de Hitler ao poder na Alemanha ou a “Primave-

ra de Praga” (quando o livro saiu ndo tinha ainda caido o

Figura 5: Cdspide no plano u,v. A zona de cor azul corresponde ao conjunto
dos pontos do plano das varidveis de controlo por cima dos quais a superficie
se dobra sobre si prépria: por cima de cada ponto desta zona ha trés pontos
da superficie. A zona de cor amarela é constituida pelos pontos (u, v) em
correspondéncia dos quais hd um Unico ponto da superficie. A cispide que
separa as duas areas € o conjunto dos pontos (u, v), que satisfazem a equagao

90?2 +4u3 = 0,u < 0.

Muro de Berlim, caso contrério talvez houvesse também uma
possivel aplicacdo aos factos de 1989). Para além disso, a ca-
tdstrofe de tipo ctispide foi usada para explicar eventos
como a frequéncia cardfaca, as quebras das bolsas, os motins
nas prisdes, os confrontos entre grupos de adeptos exaltados
nos estddios de futebol, a alternancia de periodos de censura
e periodos de permissividade em relacido a difusdo de porno-
grafia, as alteragdes do ciclo vigilia-sono e a andlise de varios
disttrbios psiquicos.

Um exemplo destas aplicagdes (atribuida a imaginagéo
de Zeeman) é descrito por Arnol'd no seu livro, como se se-
gue: uma personalidade criativa (por exemplo, um cientista)
é caracterizada pelos pardmetros x = sucesso; —u = entusiasmo;
—v = competéncia técnica.’

Observemos a figura 4 e a figura 5, e imaginemos que iden-
tificamos uma situagdo na qual se encontra a um determina-
do ponto da sua existéncia a pessoa que esta a ser analisada.
Se o entusiasmo —u é pequeno (por exemplo, se u é positi-
vo) estamos longe da zona da cuspide (estamos na zona
amarela da figura 5). Neste caso ndo se verificard nada de
inesperado. Se a competéncia técnica —v aumentar, aumenta-

rd (lentamente) também o sucesso, no sentido em que o ponto

*Para ter uma descri¢gdo compativel com os gréfico das figuras 4 e 5, mudei
os sinais de u e v, e portanto u muito negativo significa grande entusiasmo
e v muito negativo significa grande competéncia.
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da superficie critica (figura 4) que representa a descri¢do da
personalidade em andlise mover-se-a de regides mais baixas
(em cima, a esquerda, na figura 4) para regides mais altas
(em cima, a direita, na figura 5) da superficie. Se porém o
entusiasmo ¢ alto, e, portanto, nos encontramos numa zona
onde u < 0, ao crescer de —v (isto é, aumentando a competén-
cia), poderemos atravessar a regido azul. Neste caso, teremos
uma mudanga repentina, no sentido em que o ponto que re-
presenta a pessoa, originalmente em baixo a esquerda, na su-
perficie da figura 4), no momento em que encontra a ctispide
saltard imediatamente sobre o ponto que lhe fica por cima na
parte mais alta da superficie. Como os pontos com x bai-
xo dos quais partimos correspondem a pessoa entusiasta
mas com pouca competéncia técnica e com pouco sucesso
(no modelo, esta pessoa é chamada “manfaco”), o exemplo
mostra como se pode saltar para o sucesso (0s pontos com x alto
sobre a dobra superior da superficie representam o sucesso de
uma pessoa entusiasta e competente, denominada “génio” no
exemplo em questdo). Naturalmente, pode ocorrer também
o percurso inverso: um entusiasta de sucesso ndo acompa-
nhado pelo correspondente crescimento da competéncia
poderd, de repente, cair na parte inferior da superficie,
acabando na zona etiquetada como “maniaco”. Exemplos
como estes sdo altamente sugestivos, mas abrem o espa-
¢o para criticas, por vezes mesmo ferozes. Ninguém gosta
de pensar que as manifesta¢des da prépria personalida-
de sejam descritiveis com s6 uma grandeza e dois parame-
tros, como no modelo do cdo que, se provocado, pode atacar
ou recuar. Por outro lado, é preciso dizer que sobretudo
Thom e Zeeman tinham um estilo convincente e também
a auddcia intelectual de propor pontos de vista novos base-
ados em modelos deste tipo. Arnol’d conclui mais a frente
no seu livro que “felizmente, os belos resultados da teoria
das singularidades ndo dependem do dark misticism da teoria
das catdstrofes.”

E a propésito de misticismo, quero concluir com uma
anedota curiosa. O grande pintor surrealista Salvador Dalf
(1904-1989), nos tltimos anos da sua vida (a partir de 1978,
aproximadamente) ficou fascinado com a teoria das catdstro-
fes. Conheceu pessoalmente René Thom e em 1983 quis de-
dicar-lhe um quadro baseado no mito de Europa e intitulado

El Rapto Topoldgico de Europa — Homenaje a René Thom. O tema

da pintura é depois retomado num pormenor do quadro A
Cauda da Andorinha (La Queue d’ Aronde — Série des Catastro-
fes). O desenho central deste ultimo é tirado directamente
de uma projeccdo tridimensional da catastrofe cauda de an-
dorinha de Thom. E bem conhecido que Dali era fascinado
pelo conceito de quarta dimensao, que quis explorar nalgu-
mas das suas obras anteriores. No quadro A cauda da Ando-
rinha estdo presentes também uma cispide e um simbolo
musical (associado a figura de um violoncelo) que porém
é também o simbolo do integral. Conta-se que Dali achava
que a sala de espera da estacdo de comboios da cidade de
Perpignan (capital da regido dos Pirinéus Orientais, no sul
de Franga), onde em 19 de Setembro de 1963 teve uma visdo
de éxtase césmica, fosse o centro do universo. Varios anos
depois, Dali teve o seu tinico encontro com René Thom, que
lhe confidenciou que naquele momento estava a estudar
a teoria das placas e os movimentos da crosta terrestre.
A uma pergunta do pintor cataldo, parece que o matema-
tico francés confirmou que alguns milhées de anos antes a
Peninsula Ibérica tinha rodado, tendo como fulcro o lugar
onde hoje se encontra a estagdo de Perpignan. O artista pin-

tou sucessivamente a sua homenagem a René Thom, repro-

O Rapto Topoldgico de Europa e A Cauda de Andorinha,
segundo Salvador Dali.
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duzindo no canto inferior esquerdo da obra exactamente
a expressdo de potencial que descreve a catdstrofe de tipo
cuspide. O quadro é uma das tltimas pinturas de Dali
sobre tela, e num primeiro momento alguns criticos consi-
deraram-na um rabisco senil de uma pessoa que ja sofria de
alucinagées. Todavia, uma critica posterior reavaliou a obra
e encontrou uma incrivel semelhanga entre as fracturas dese-
nhadas por Dali sobre a tela e alguns percursos rodovidrios
para Narbonne (a norte de Perpignan). Mas Dali, de acordo
com alguns testemunhos, tragou aqueles signos sem ter a sua
frente um mapa rodovidrio dessa zona. Delirios de um velho
louco ou os tdltimos relampagos de um génio?

Indico abaixo algumas referéncias bibliogrdficas onde
o leitor interessado poderd aprofundar alguns aspectos da
teoria das catdstrofes que neste trabalho foram apenas men-
cionados. Para além do livro fundamental [3], assinalo uma
sintese de divulgagdo, muito acessivel, de Woodcock e Da-
vis [4]. Quero também lembrar os livros de Arnold [1] e [2],
na minha opinido, muito belos embora um pouco dificeis,
onde se pode encontrar uma visdo diferente sobre o tema
bem como vdrios exemplos de aplicagdes. Obviamente,
héd uma ampla literatura especializada que se pode encon-
trar nas bibliotecas universitarias. Na web, pode encontrar-se
facilmente um artigo do matemético francés Ivar Ekeland em
“La Récherche” de 1977, onde o autor apresenta uma exposi-
¢d0 que me parece muito clara do trabalho de Thom. Por fim,
o livro do Saunders [8] é um excelente ponto de partida para
um leitor que tenha conhecimentos de matematica.

As notas histéricas com as quais tentei enquadrar a obra
de alguns protagonistas da teoria das catdstrofes estdo dis-
poniveis na pégina de histéria da matematica http://www-his-
tory.mes.st-and.ac.uk/, tal como algumas imagens que descar-
reguei livremente e utilizei neste artigo.

Por fim, os meus agradecimentos sinceros ao Alessandro
Margheri, pelo convite de submeter um trabalho e pela sua

tradugao.
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