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("-*(#$ !#$ )!$ 1",@A($ 8$ C$ #&B",)!$ 1",@A($ 70$ '(*$ /&G&#0$

2!+#$ (,/&,+&,-&$'(*%"&$!$#"!$)&*+/!)!$7$ $D&2$/&G$)&$ E8$ 

c#-($#+2'.+k !$!.B",#$ I. ".(#8$Y!*!$!.72$)&$!.B",#$ (&k +&,-

-&#$'(*$ *&)+2&,#+(,!*0$,A($;I$)+1&*&,@!$,&,;"2!$&2$ (,#+-

)&*!*$"2!$("$("-*!$)!#$ 1",@b&#8$\2$'(" ($2!+#$)&.+ !)($7$ 

($1! -($)&$%"&0$%"!,)($'&*-"*N!2(#$"2!$1",@A($%"&$ (2&@!$

 (2$"2!$ &*-!$'(-5, +!$)&$x$#&B"+)!$)&$-&*2(#$)&$B*!"$2!+#$

N!+3(0$,A($7$,& &##I*+($ (,#+)&*!*$ -()(#$(#$ -&*2(#$)&$(*)&2$

2&,(*$'!*!$(N-&*2(#$ -()(#$(#$'(##6/&+#$B*Ik (#$%"!.+-!-+/!-

2&,-&$ )+#-+,-(#8$ Y(*$ &3&2'.(0$ (#$ B*Ik (#$ )!$ 1",@A($   

&$ )!#$ #"!#$ )&1(*2!@b&#$ $ #A($ )($2&#2($ -+'(f$ 

#A($ -()!#$ '!*IN(.!#$  (2$ !$  (, !/+)!)&$ /+*!)!$ '!*!$  +2!$

D (2($#&$ (#-"2!$)+G&*$&2$.+,B"!B&2$)!$&# (.!$#& ",)I*+!E8$ 

a!+#$ '*& +#!2&,-&0$ -()!#$ !#$ '!*IN(.!#$ )!$ 1(*2!$

$ %"&$ '()&2$ #&*$ (N-+)!#$ !($ /!*+!*$ )(#$  (-

&k +&,-&#$ a e b$ D)&$ +,k,+-!#$ 2!,&+*!#$ '(##6/&+#E$ #A($ 2&*!-

2&,-&$ -*!,#.!@b&#$ )!$ '!*IN(.!$ $ D&3'&*+2&,-&0$ #&$ ,A($

! *&)+-!wE8$C$ (+#!$ -(*,!H#&$2!+#$ (2'.+ !)!$'!*!$  e as 

#"!#$'&*-"*N!@b&#$ 8$W&#-&$ !#(0$!($/!*+!*$ 

)(#$ (&k +&,-&#$"9' #9' *$'()&2$#&*$(N-+)!#$ 1(*2!#$%"!.+-!-+/!-

2&,-&$)+1&*&,-&#$)(#$B*Ik (#8$W($&,-!,-(0$%"&2$-+/&*$!.B"2!#$

*&2+,+# 5, +!#$ )&$  I. ".($ )+1&*&, +!.$ '()&*I$  (,/&, &*H#&$ 

)&$%"&0$'!*!$(N-&*$ -()(#$(#$ (2'(*-!2&,-(#$%"!.+-!-+/!2&,-

-&$)+1&*&,-&#$ D("$#&T!0$ -()!#$!#$)+1&*&,-&#$ 1(*2!#$)(#$B*Ik (#$

%"&$'()&2$(*+B+,!*H#&$!$'!*-+*$)&$ $'(*$!)+@A($)&$'(-5, +!#$

)&$x )&$(*)&2$2!+#$N!+3!E0$N!#-!*I$ (,#+)&*!*$!'&,!#$1",@b&#$ 

)!$1(*2!$ 0$/!*+!,)($($'!*o2&-*($u8$P&*$&,-&,)+)($

&#-!#$(N#&*/!@b&#$TI$7$"2$'!##($+2'(*-!,-&$'!*!$($%"&$#&$#&B"&8

C$ -&(*+!$ )!#$  !-I#-*(1&#$ '*('b&$ )!*$ "2!$ &3'.+ !@A($

)&$ !.B",#$ 1&,<2&,(#$ )&$ -+'($ )&# (,-6,"($ !-*!/7#$ )($ "#($ 
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)&$2()&.(#$2!-&2I-+ (#$)&$-+'($ (,-6,"(8$\2$#+#-&2!$D16#+-

 ($("$2& o,+ (0$"2$(*B!,+#2($/+/(0$"2$2()&.($& (,<2+-

 ($("$#( +!.0$&- 8E$7$2()&.!)($'(*$&%"!@b&#$)+1&*&, +!+#8$F#-

-!#$&%"!@b&#$ *&'*&#&,-!2$!$&/(."@A($)($#+#-&2!$,($ -&2'(8$ 

WA($7$,& &##I*+($'!*!$($.&+-(*$#!N&*$&2$)&-!.;&$D("$.&2N*!*-

H#&0$#&$#&$&#%"& &"E$($%"&$7$"2!$&%"!@A($)+1&*&, +!.8$Y(*$!B(-

*!$7$#"k +&,-&$#!N&*$%"&$;I$"2!$)+,o2+ !$ +,-&*,!$!($#+#-&-

2!$)&$! (*)($ (2$!$%"!.$!$&/(."@A($)($2&#2($&#-I$)&# *+-!$ 

)&$1(*2!$#&2&.;!,-&$:#$.&+#$)!$16#+ !8

=;&B!)(#$ !$ &#-&$ '(,-(0$ "2!$ '*+2&+*!$ &$ +2'(*-!,-&$ 

;+'<-&#&$%"&$#&$!##"2&$7$)&$%"&$($#+#-&2!$#&T!$)&$-+'($B*!-

)+&,-&8$c#-($#+B,+k !$%"&$&3+#-&$"2!$1",@A($'(-&, +!.$!$'!*-

-+*$ )!$ %"!.$ '()&2$ )&-&*2+,!*H#&$ (#$ &#-!)(#$ )&$ &%"+.6N*+($

)($ #+#-&2!8$ \2!$ :)1;<-' .-!+1*$"%$ 9$ 7$ "2!$ 1",@A($ )&$ "2$

 &*-($,t2&*($)&$/!*+I/&+#$ $D/!*+I/&+#$ internas0$%"&$ 

)&# *&/&2$ ($ &#-!)($ )($ #+#-&2!E$ &$ %"&$ -(2!$ /!.(*&#$ *&!+#8$ 

\2$&3&2'.($  .I##+ ($ &2$_6#+ !$ 7$)!)($'&.!$ &,&*B+!$)($ #+#-

-&2!$%"&$#&$&#-I$!$ (,#+)&*!*0$2!#$'()&2$+2!B+,!*H#&$+,t-

2&*(#$ ("-*(#$ &3&2'.(#$ ,("-*!#$ #+-"!@b&#8$ Y!*!$ #+2'.+k !*$ 

!$&3'(#+@A(0$ +2!B+,&2(#$'(*$!B(*!$%"&$($'(-&, +!.$)&'&,-

)&$)&$"2!$t,+ !$/!*+I/&.$x8$P&*&2(#$&,-A($"2!$1",@A($V (x)  

)!$%"!.$'()&*&2(#$-*!@!*$($B*Ik ($D/&*$kB"*!$JE8

S$ (2'(*-!2&,-($)&$"2$#+#-&2!$)&$-+'($B*!)+&,-&2$7$!,I-

.(B($!($)&$"2!$B(-!$)&$IB"!$D("$)&$"2!$'&%"&,!$N(.!E$!'(+!-

)!$,"2$'(,-($)($B*Ik ($&$#"T&+-!$!$"2!$1(*@!$%"&$!$&2'"**!$

'!*!$N!+3(8$F.!$-&,)&*I$!$)+*+B+*H#&$'!*!$(#$'(,-(#$)&$26,+-

2($*&.!-+/($)!$1",@A($'(-&, +!.8$Y!*!$)+G&*$-()!$!$/&*)!)&0$ 

;I$ !.B"2!#$ &3 &'@b&#8$ Y(*$ &3&2'.(0$ #&$ '"#&*2(#$ !$ ,(##!$

B(-!$,"2$'(,-($)&$2I3+2($D("$,"2$'(,-($)&$+,4&3A($(,)&$

!$)&*+/!)!$7$,".!E0$!$B(-!$k !*I$'!*!)!$&2$&%"+.6N*+(8$Y(*720$

&#-!#$'(#+@b&#$ #A($)&$ -+'($ +,#-I/&.0$,($ #&,-+)($&2$%"&$ #&*I$ 

#"k +&,-&$ "2!$ '&%"&,!$ '&*-"*N!@A($ '!*!$ 1!G&*$ )&#.+G!*$ 

!$ ,(##!$ B(-!$ '!*!$ "2$ '(,-($ )&$26,+2($ !)T! &,-&8$a"+-!#$ 

/&G&#$ (#$ #+#-&2!#$ 16#+ (#$ D (2($ -!2N72$ ("-*(#$ #+#-&2!#$

&2$ & (,(2+!0$ &2$ N+(.(B+!0$ &- E$  (2'(*-!2H#&$ )&$ 1(*2!$ 

#&2&.;!,-&$!($%"&$! !NI2(#$)&$)&# *&/&*0$&#-!N+.+G!,)(H#&$ 

D)&'(+#$)&$"2$ &*-($-&2'($-*!,#+-<*+(E$&2$'(#+@b&#$)&$&%"+.6-

N*+($&#-I/&.$)!)!#$'&.(#$26,+2(#$*&.!-+/(#$)($'(-&, +!.8

\2!$#&B",)!$;+'<-&#&$+2'(*-!,-&$)!$-&(*+!$)!#$ !-I#-*(-

1&#$7$!$)&$,&B.+B&, +!*$($ (2'(*-!2&,-($-*!,#+-<*+($D%"&$#&$

#"'b&$ *&!.+G!*H#&$ ,"2!$ &# !.!$ -&2'(*!.$2"+-($2!+#$  "*-!$

)(#$1&,<2&,(#$%"&$#&$%"&*$(N#&*/!*E$'!*!$#&$ (, &,-*!*$,!#$ 

'(#+@b&#$)&$&%"+.6N*+(0$&#-I/&+#$("$+,#-I/&+#8$V$ .!*($%"&$#<$ 

!#$'*+2&+*!#$#A($!#$%"&$#&$(N#&*/!2$,!$W!-"*&G!0$'(+#$'&*#+#-

-&2$'(*$'&%"&,!#$/!*+!@b&#$)!#$ (,)+@b&#$+,+ +!+#8$W($ !#($

#+2'.&#$ (,#+)&*!)(0$+#-($70$($)&$"2$'(-&, +!.$V (x)$)&'&,)&,-

-&$)&$"2!$t,+ !$/!*+I/&.0$'!*!$)&-&*2+,!*2(#$!#$'(#+@b&#$

)&$&%"+.6N*+($ #&*I$ #"k +&,-&$&#-")!*$!$&%"!@A($)(#$'(,-(#$ 

&#-! +(,I*+(#$ D("$ .-1!-3' *(=!$*-3E$ $ &$ &, (,-*!*$ !#$

#"!#$#(."@b&#8

X&$-()!$!$;+#-<*+!$#&$*&)"G+##&$!$+#-(0$;!/&*+!$N&2$'(" ($

'!*!$ (,-!*8$a!#0$&2$B&*!.0$,!$W!-"*&G!$!$1",@A($'(-&, +!.$

+*I$ )&'&,)&*$ )&$ !.B",#$ '!*o2&-*(#$ D)+-(#$ -!2N72$ factores 

de controloE$%"&$'()&2$/!*+!*$,($-&2'(8$Y!*!$)!*$"2$&3&2-

'.($N!#-!,-&$B*(##&+*(0$!$1(*2!$)($,(##($ (*'($7$!.B($&#-I/&.$ 

)+!H!H)+!$ D'(*$ #(*-&wE0$2!#$ ,A($ k !$ !$2&#2!$  (2$ ($ '!##!*$

)(#$!,(#8$=*&# &H#&0$!$N!**+B!$k !$2!+(*0$!#$ (#-!#$ "*/!2H#&$ 

"2$'(" ($&$($%"&$&*!$($T(/&2$!-.7-+ ($&$&#N&.-($-*!,#1(*2!H#&$

,"2$2&,(#$!B*! +!)($'*(1&##(*$)&$2&+!H+)!)&8

W&#-!$<'-+ !0$'()&$!##"2+*H#&$%"&$!$ 1",@A($'(-&, +!.$V0$

'!*!$ !.72$ )&$ )&'&,)&*$ )&$ "2$  &*-($ ,t2&*($ )&$ /!*+I/&+#$ 

+,-&*,!#0$ $)&'&,)!$-!2N72$)&$"2$ &*-($,t2&*($)&$

'!*o2&-*(#$)&$ (,-*(.($ 9!*+!,)($&#-&#$'!*o2&-*(#$

!$#"!$1(*2!$2")!$)&$2()($ (,-6,"(8$C#$/!*+!@b&#$)(#$B*I-

k (#$)&$V$ !($ /!*+!*$ (#$'!*o2&-*(#$'()&2$'&,#!*H#&$  (2($ 

!#$!.-&*!@b&#$)&$"2!$'!+#!B&2$ (2$($'!##!*$)!#$&*!#$B&(.<-

B+ !#8$ X&$ '")7##&2(#$k.2!*$ "2!$'!+#!B&2$ !'!*&,-&2&,-&$

k3!$&$+2"-I/&.$D&#-I/&.E$)&$ (.+,!#$&$2(,-!,;!#$)"*!,-&$/I-

*+(#$2+.;b&#$)&$!,(#$&$'")7##&2(#$*&/&*$($k.2&$!$!.-6##+2!$ 

/&.( +)!)&0$(N#&*/!*6!2(#$ (.+,!#$&$/!.&#$!$,!# &*0$!$2()+-

k !*H#&0$ !$ )&#!'!*& &*0$ &- 8$ Y()&2(#$ !B(*!$ +2!B+,!*$ "2!$ 

#+-"!@A($&2$%"&0$!($/!*+!*$)&$ &*-(#$'!*o2&-*(#0$"2$'(,-($Figura 1: Um possível exemplo de função potencial numa variável x8

GAZETA DE MATEMÁTICA  165



19

CANTO DÉLFICO

%"&$!,-&#$&*!$&#-I/&.$'&* !$!$#"!$&#-!N+.+)!)&f$!$'&%"&,!$N(.!$

D("$ B(-!$ )&$ IB"!E$ %"&$ !,-&*+(*2&,-&$ &#-!/!$ -*!,%"+.!2&,-

-&$&2$*&'("#($,"2$/!.&0$)&$*&'&,-&$&, (,-*!*H#&HI$,($ .!)($

)&$"2!$&, (#-!$&$)&#.+G!*I$'!*!$"2$,(/($'(,-($)&$26,+2($ 

)($'(-&, +!.$ D("$  !+*I$ #&2$,", !$'!*!*$ #&$ -()(#$(#$'(,-(#$

)&$26,+2($-+/&*&2$)&#!'!*& +)(E8$W&#-&$ !#(0$"2!$/!*+!@A($

 (,-6,"!$ )(#$ '!*o2&-*(#$ )&-&*2+,!$ "2$ #!.-($ )&# (,-6,"($ 

)($ &#-!)($ )($ #+#-&2!f$ "2!$  !-I#-*(1&0$ '*& +#!2&,-&8$ [!)($

%"&0$  (2($/+2(#$! +2!0$ +,-&*&##!H,(#$ +)&,-+k !*$(#$'(,-(#$

&#-! +(,I*+(#$)&$V0$  (2$'!*-+ ".!*$ !-&,@A($'!*!$(#$%"&$ #A($ 

&#-I/&+#0$&#-")!*&2(#$!$1(*2!$ (2(0$!($/!*+!*$)(#$'!*o2&-

-*(#$)&$ (,-*(.(0$/!*+!$!$&#-!N+.+)!)&$)(#$&%"+.6N*+(#8

X&$-(2!*2(#$($&3&2'.($)!$kB"*!$M$&$'*( "*!*2(#$(#$'(,-

-(#$ &#-! +(,I*+(#0$)!$ *&.!@A($ 0$ (N-&2(#$ 8$

W($'.!,($ !*-&#+!,($ (2$!N +##!$u$ D'!*o2&-*($)&$ (,-*(.(E$ 

&$ (*)&,!)!$ x$ D/!*+I/&.$ +,-&*,!0$ %"&$ )&-&*2+,!$ ($ &#-!)($ )($ 

#+#-&2!E$ (N-72H$ #&$ "2$ ."B!*$ B&(27-*+ ($ D7$ "2!$ '!*IN(.!E0$

%"&$*&'*&#&,-!$($ (,T",-($)(#$'(,-(#$&#-! +(,I*+(#$!($/!*+!*$

)($'!*o2&-*($u8$F#-!$ "*/!0$)&#&,;!)!$,!$kB"*!$Q0$*&'*&#&,-

-!$($ !#($2!+#$#+2'.&#$)&$ !-I#-*(1&$&.&2&,-!*0$%"&$#&$ ;!2!$

g)(N*!h8$F#-!$ !-I#-*(1&$+,-&*/72$&2$-()(#$!%"&.&#$2()&.(#$

(,)&$"2$#+#-&2!$7$  (,)"G+)($)&$2()($",+1(*2&$'!*!$"2$

'(,-($)&$*"'-"*!0$ (2($,!$;+#-<*+!$)!$2(&)+,;!$%"&$'*(/(-

 !$($ (.!'#($)($ ;A($)($ (1*&$)&$P+($Y!-+,;!#8$F#-!$#+-"!@A($ 2 Que numa linguagem técnica se escreve como  .

Figura 2: Grá%cos da função potencial  para os valores 
do parâmetro )'>'?@ (vermelho), )'>'?A (azul) e )'>'A (preto). No primeiro 
caso, os pontos de mínimo e de máximo são bastante acentuados, no segundo 
caso, são um pouco atenuados, no terceiro, desapareceram completamente. 
Neste último caso, não havendo nenhum ponto de equilíbrio estável, o estado 
do sistema x tende para  (em tempo %nito, pode provar-se). Diz-se que 
o sistema explode a .

Figura 3:  Conjunto dos pontos estacionários do potencial  
ao variar do parâmetro u. Os pontos da parábola  com  
correspondem a equilíbrios estáveis (os vales da %gura anterior), enquanto os 
instáveis (os cumes da %gura anterior) são os que correspondem a .  
Se u é negativo, o sistema encontrar-se-á no equilíbrio estável .  
O parâmetro u pode aumentar de forma contínua, e quando ultrapassar o 
valor u = 0 os equilíbrios desaparecem e o sistema explode em tempo %nito. 
O vértice da parábola, em u = 0, corresponde ao instante em que se veri%ca 
o colapso do chão do cofre do Tio Patinhas.

7$N&2$)&# *+-!$'(*$&3'*&##b&#$ (.(%"+!+#$ (2($g!$B(-!$%"&$

1!G$ -*!,#N(*)!*$($/!#(h$("$g,A($&#-+ !*$)&2!#+!)($!$ (*)!$

D'(*%"&$#&$'!*-&Eh8

C-7$ !B(*!$  (,#+)&*I2(#$ "2$ &3&2'.($ 2"+-($ '!*-+ ".!*0$

%"&$7$-!2N72$($2!+#$#+2'.&#$)&$-()(#8$Y()&*+!$'&,#!*H#&$%"&$

($,t2&*($)&$ !#(#$%"!.+-!-+/!2&,-&$)+1&*&,-&#$%"&$#&$'()&2$

!'*&#&,-!*$#&T!$&,(*2&0$#&$,A($2&#2($+,k,+-(8$c#-($-(*,!*+!$!$

-&(*+!$'*!-+ !2&,-&$+,"-+.+GI/&.$'!*!$!#$!'.+ !@b&#0$/+#-($%"&$

%"&2$%"+#&##&$!'.+ IH.!$!$"2$2()&.($&#'& 6k ($,A($#!N&*+!$

%"&$-+'($)&$ !-I#-*(1&$&.&2&,-!*$&# (.;&*8$F$!%"+$&#-I$"2$)(#$

'(,-(#$ *" +!+#$)!$-&(*+!0$ (,-+)($,"2$-&(*&2!$)&$ .!##+k !-

@A($ -('(.<B+ !$)&$P;(2$DJKZKE8$[&$! (*)($ (2$&#-&$*&#".-!-

)(0$&2$#&,-+)($B&,7*+ ($&$&,-*&$(#$#+#-&2!#$)&'&,)&,-&#$)&$ 

!-7$!(B3'."(C7+!(-3'5+'*-1!(-%-0$#<$;I$cinco catástrofes elementares8$

Y!*!$#+#-&2!#$)&'&,)&,-&#$)&0$,($2I3+2(0$D)"!(-'."(C7+!(-30$

!(#$  +, ($ 2()&.(#$ !,-&*+(*&#$ )&/&2(#$ T",-!*$ ("-*(#$ )(+#0$

,"2$-(-!.$)&$sete catástrofes elementaresf$($g2IB+ ($,t2&*($Lh$

 (2($&# *&/&$ (2$!.B"2!$+*(,+!$9.!)+2+*$c8$C*,(.x)$,!$+,-

-*()"@A($)($#&"$.+/*($mJn8$y#$#&-&#$ !-I#-*(1&#$&.&2&,-!*&#$1(-

*!2$)!)!#$,(2&#$#"B&#-+/(#$%"&$.&2N*!2$!.B"2!#$ !*! -&-

*6#-+ !#$)!#$#"'&*16 +&#$ (,#-+-"6)!#$'&.(#$ (,T",-(#$)&$'(,-

-(#$ *6-+ (#$)!$1",@A($'(-&, +!.8$W($ !#($)!$)(N*!0$!$g#"'&*16H
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 +&h$70$)&$1! -(0$"2!$ "*/!$'.!,!0$!$'!*IN(.!$ 0$2!#$

,($ !#($)&$2!+#$'!*o2&-*(#$-&2(#$#"'&*16 +&#$2&*B".;!)!#$ 

,($&#'!@($-*+)+2&,#+(,!.$D!$ t#'+)&E$&$;+'&*#"'&*16 +&#$2&*-

B".;!)!#$,"2$&#'!@($)&$)+2&,#A($U$D!$ !")!$)&$!,)(*+,;!E$

("$#"'&*+(*8$Y!*!$!.72$)!$)(N*!0$(#$,(2&#$!-*+N"6)(#$:#$#&-&$

 !-I#-*(1&#$&.&2&,-!*&#$#A($(#$#&B"+,-&#f

A cúspide0$,($ !#($)&$"2!$/!*+I/&.$x$&$)(+#$'!*o2&-*(#$)&$

 (,-*(.(0$)9'80$(N-+)!$!$'!*-+*$)(#$'(,-(#$ *6-+ (#$  

)($'(-&, +!.

A cauda de andorinha0$,($ !#($)&$"2!$/!*+I/&.$x &$-*5#$'!*o-

2&-*(#$)&$ (,-*(.&$)9'89'E0$(N-+)!$!$'!*-+*$)(#$'(,-(#$ *6-+ (#$

)($'(-&, +!.

F$!+,)!$a borboleta0 o umbigo hiperbólico$D%"'8"0)+E0$o um-

bigo elíptico$Dle poilE0$&$o umbigo parabólico$Dle champignonE0$

'!*!$(#$%"!+#$,A($)!2(#$!$&3'*&##A($&3'.6 +-!$)($'(-&, +!.$

'(*$*!Gb&#$)&$&#'!@(8

F2$ *&.!@A($ :$ kB"*!$ U0$ 7$ +,-&*&##!,-&$ )!*$ "2!$ +,-&*'*&-

-!@A($ )!$  "*/!0$ %"&$ -&2$ 1(*2!$ )&$  t#'+)&$ &$ %"&$ !'!*& &$ 

!$ '*(T& -!*$ !$ #"'&*16 +&$ )(#$ '(,-(#$  *6-+ (#$ #(N*&$ ($ '.!,($

)(#$'!*o2&-*(#8$a!+#$'*& +#!2&,-&0$!$#"'&*16 +&$)&$&%"!@A($

0$  (2$ $  (,-72$ !.B"2!#$

)(N*!#0$,($#&,-+)($)&$%"&$-&2$!.B"2!#$'!*-&#$(,)&$!$#"'&*-
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.!*+)!)&#$)(#$ (,-(*,(#$/+#6/&+#8h$\#"!.2&,-&$/&2(#$&##!#$

#+,B".!*+)!)&#$ (2($dobras$("$cúspides8$C$-&(*+!$)&$q;+-,&s$ 
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j"sB&,#E$&0$&2$B&*!.0$,!$!,I.+#&$)!$'*('!B!@A($)!#$1*&,-&#$ 

)&$ (,)!$ D/&T!H#&$ ($ *&4&3($ )&$ ."G$ &2$ 1(*2!$ )&$  t#'+)&$

%"&$ !'!*& &$ ,($ .6%"+)($  (,-+)($ 

,!$ ;I/&,!$)!$1(-(E8

Y!*-+ ".!*2&,-&$ N&.!$ 70$

,!$2+,;!$('+,+A(0$!$!,I-

.+#&$%"&$C*,(.x)$1!G$#(N*&$
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À esquerda, 
Hassler Whitney.
À direita,  
Vladimir I. Arnol’d.
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3Para ter uma descrição compatível com os grá*co das *guras 4 e 5, mudei 
os sinais de u e v, e portanto u muito negativo signi*ca grande entusiasmo 
e v muito negativo signi*ca grande competência.

Figura 5: Cúspide no plano )98H'A zona de cor azul corresponde ao conjunto 
dos pontos do plano das variáveis de controlo por cima dos quais a superfície  
se dobra sobre si própria: por cima de cada ponto desta zona há três pontos 
da superfície. A zona de cor amarela é constituída pelos pontos F)9'8G em 
correspondência dos quais há um único ponto da superfície. A cúspide que 
separa as duas áreas é o conjunto dos pontos F)9'8G, que satisfazem a equação 

 

Figura 4:  Superfície dos pontos críticos  no caso 
da catástrofe chamada cúspide. A variável x representa a altura, enquanto os 
parâmetros de controlo u e 8 são a abcissa e a ordenada no plano x = 0. Se 
a superfície for projectada no plano )8'(imagine tirar uma foto de cima), irá 
aparecer o per%l de uma cúspide correspondente aos pontos onde a superfície 
se dobra sobre si própria.
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D,($2()&.(0$ &#-!$ '&##(!$ 7$  ;!2!)!$ g2!,6! (hE0$ ($ &3&2'.($

2(#-*!$ (2($#&$'()&$#!.-!*$'!*!$($#" &##($D(#$'(,-(#$ (2$x$!.-($

#(N*&$!$)(N*!$#"'&*+(*$)!$#"'&*16 +&$*&'*&#&,-!2$($#" &##($)&$

"2!$'&##(!$&,-"#+!#-!$&$ (2'&-&,-&0$)&,(2+,!)!$gB7,+(h$,($

&3&2'.($ &2$%"&#-A(E8$W!-"*!.2&,-&0$ '()&$ ( (**&*$ -!2N72$ 

($'&* "*#($ +,/&*#(f$"2$&,-"#+!#-!$)&$ #" &##($,A($ ! (2'!-

,;!)($ '&.($  (**&#'(,)&,-&$  *&# +2&,-($ )!$  (2'&-5, +!$ 

'()&*I0$ )&$ *&'&,-&0$  !+*$ ,!$ '!*-&$ +,1&*+(*$ )!$ #"'&*16 +&0$ 

! !N!,)($ ,!$ G(,!$ &-+%"&-!)!$  (2($ g2!,6! (h8$ F3&2'.(#$

 (2($ &#-&#$ #A($ !.-!2&,-&$ #"B&#-+/(#0$ 2!#$ !N*&2$ ($ &#'!-

@($ '!*!$  *6-+ !#0$ '(*$ /&G&#$2&#2($ 1&*(G&#8$W+,B"72$ B(#-!$ 

)&$ '&,#!*$ %"&$ !#$ 2!,+1&#-!@b&#$ )!$ '*<'*+!$ '&*#(,!.+)!-

)&$#&T!2$)&# *+-6/&+#$ (2$#<$"2!$B*!,)&G!$&$)(+#$'!*o2&-

-*(#0$ (2($,($2()&.($)($ A($%"&0$#&$'*(/( !)(0$'()&$!-! !*$ 

("$ *& "!*8$ Y(*$ ("-*($ .!)(0$ 7$ '*& +#($ )+G&*$ %"&$ #(N*&-")($

P;(2$ &$ i&&2!,$ -+,;!2$ "2$ &#-+.($  (,/+, &,-&$ &$ -!2N72$ 

!$!")I +!$+,-&.& -"!.$)&$'*('(*$'(,-(#$)&$/+#-!$,(/(#$N!#&-

!)(#$ &2$2()&.(#$ )&#-&$ -+'(8$C*,(.x)$  (, ."+$2!+#$ :$ 1*&,-&$

,($ #&"$ .+/*($ %"&$ g1&.+G2&,-&0$ (#$ N&.(#$ *&#".-!)(#$ )!$ -&(*+!$ 

)!#$#+,B".!*+)!)&#$,A($)&'&,)&2$)($dark misticism$)!$-&(*+!$

)!#$ !-I#-*(1&#8h

F$ !$ '*('<#+-($ )&$ 2+#-+ +#2(0$ %"&*($  (, ."+*$  (2$ "2!$

!,&)(-!$  "*+(#!8$S$B*!,)&$'+,-(*$ #"**&!.+#-!$ X!./!)(*$[!.6$

DJKRUHJK`KE0$,(#$t.-+2(#$!,(#$)!$ #"!$/+)!$ D!$'!*-+*$)&$JKL`0$

!'*(3+2!)!2&,-&E$k ("$1!# +,!)($ (2$!$-&(*+!$)!#$ !-I#-*(-

1&#8$=(,;& &"$'&##(!.2&,-&$O&,7$P;(2$&$&2$JK`Q$%"+#$)&-

)+ !*H.;&$"2$%"!)*($N!#&!)($,($2+-($)&$F"*('!$&$+,-+-".!)($ 

4%'I".!-'J-.-%K0$*-'5+'4)(-."'L'M-7+1"N+'"'I+1&'J/-78$S$-&2!$

)!$'+,-"*!$7$)&'(+#$*&-(2!)($,"2$'(*2&,(*$)($%"!)*($A 

Cauda da Andorinha$ DO"'P)+)+'56'Q(-15+'L' &($+'5+3'R"!"3!(--

fesE8$ S$ )&#&,;($  &,-*!.$ )&#-&$ t.-+2($ 7$ -+*!)($ )+*& -!2&,-&$

)&$"2!$'*(T& @A($ -*+)+2&,#+(,!.$)!$  !-I#-*(1&$ cauda de an-

dorinha$ )&$ P;(28$ V$ N&2$  (,;& +)($ %"&$[!.6$ &*!$ 1!# +,!)($

'&.($ (, &+-($)&$%"!*-!$)+2&,#A(0$%"&$%"+#$&3'.(*!*$,!.B"-

2!#$)!#$#"!#$(N*!#$!,-&*+(*&#8$W($%"!)*($A cauda da Ando-

rinha &#-A($ '*&#&,-&#$ -!2N72$ "2!$  t#'+)&$ &$ "2$ #62N(.($

2"#+ !.$ D!##( +!)($ :$ kB"*!$ )&$ "2$ /+(.(, &.(E$ %"&$ '(*72$ 

7$ -!2N72$($ #62N(.($)($ +,-&B*!.8$=(,-!H#&$%"&$[!.6$ ! ;!/!$

%"&$ !$ #!.!$ )&$ &#'&*!$ )!$ &#-!@A($)&$  (2N(+(#$ )!$  +)!)&$)&$

Y&*'+B,!,$ D !'+-!.$)!$ *&B+A($)(#$Y+*+,7"#$S*+&,-!+#0$,($ #".$

)&$_*!,@!E0$(,)&$&2$JK$)&$X&-&2N*($)&$JKZQ$-&/&$"2!$/+#A($

)&$ 53-!#&$  <#2+ !0$ 1(##&$ ($  &,-*($)($",+/&*#(8$9I*+(#$ !,(#$

)&'(+#0$[!.6$-&/&$($#&"$t,+ ($&, (,-*($ (2$O&,7$P;(20$%"&$

.;&$  (,k)&, +("$ %"&$ ,!%"&.&$ 2(2&,-($ &#-!/!$ !$ &#-")!*$ 

!$ -&(*+!$ )!#$ '.! !#$ &$ (#$ 2(/+2&,-(#$ )!$  *(#-!$ -&**&#-*&8$ 

C$ "2!$ '&*B",-!$ )($ '+,-(*$  !-!.A(0$ '!*& &$ %"&$ ($2!-&2I-

-+ ($ 1*!, 5#$ (,k*2("$%"&$!.B",#$2+.;b&#$)&$!,(#$!,-&#$!$ 

Y&,6,#".!$ cN7*+ !$ -+,;!$ *()!)(0$ -&,)($  (2($ 1". *($ ($ ."B!*$

(,)&$;(T&$#&$&, (,-*!$!$&#-!@A($)&$Y&*'+B,!,8$S$!*-+#-!$'+,-
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O Rapto Topológico de Europa e A Cauda de Andorinha, 
segundo Salvador Dalí.
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