JUSTIFICACAO MATEMATICA

ALEXANDER KOVACEC
Universidade de

DA REGRA DO PARALELOGRAMO ovocet@matic

NA FISICA

A regra do paralelogramo para adicionar vectores em geometria é uma definigdo ou,
dependente da abordagem, justificivel com axiomdtica de geometria. Mas com que
razao, para além de experiéncias de precisao limitada, o aceitamos na fisica para somar
forgas? Uma boa resposta requer alguma matematica sofisticada. A validade da regra
talvez seja a razdo do papel preponderante do calculo vectorial em mecénica.

luno: Em casa construi este aparelho simples

(figura 1a). Através de pesos e fios, que cor-
rem sobre roldanas fixadas num anel, aplico forcas
denotadas por p,4,7 num ponto P. Se as representar
geometricamente por vectores no plano com nor-
mas (comprimentos) iguais as dos pesos associados,
entdo verifico que o vector 7 é igual ao simétrico da soma
geométrica de p e 7, determinada segundo a regra do
paralelograma que aprendemos em geometria. Posso
reajustar as roldanas, e mudar os pesos como quero.
Todas as experiéncias mostram que, em equilibrio, P
assume uma posigdo tal que a soma geométrica f + §
éigual a—7, ou seja fj + § + 7 = 0. Como é possivel que a
fisica, i.e. 0 mundo real, obedeca tdo maravilhosamente

as leis simples da matemadtica?

Professor: Esta questdo foi abordada por cientistas
reputados. Lé [2, p.75] e procura o artigo do fisico Euge-
ne P. Wigner af citado. Diz-se que Deus é um matemati-
co supremo. Uma boa resposta a tua pergunta especifica

vais encontrar neste Canto Délfico.

Figura 1a: Aparelho para confirmar a regra do paralelogramo

Figura 1b: Determinacao geométrica da soma dos vectores ﬁ, 17
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Com efeito, vamos apresentar uma justificagdo para o uso
da regra do paralelogramo na fisica. Esta parte de hip6teses
bastante fracas e naturais, mas precisa de alguma matema-
tica sofisticada.

Seja E = IR® 0 espaco euclideano a trés dimensdes. A pro-
curada lei para compor (‘somar’) forgas representadas por
vectores é uma aplicacdo E x E 3 (7,§) — p+4 € E. E nosso
objectivo mostrar que esta soma € igual a soma de vectores
definida na geometria através do conhecido paralelogra-
mo gerado por P, 7, ou seja, vamos provar que p+7 = p+ 4.
A seguir, p significa uma rotagdo espacial qualquer, e §, 4,7 € E
vectores quaisquer.

Note-se que ndo tentamos definir o que ‘for¢a’ é, nem o que
uma rotacdo é. Antes postulamos para estes conceitos certas

propriedades que vao parecer naturais.

i. Se submetermos duas forcas a mesma rotac¢do, entdo
a sua soma sofre ainda a mesma rotagdo. Formalizando:

p(F+4) = p(F)+o(@)-

ii. A forga resultante exercida sobre P por duas ou trés
forcas que a compdem depende apenas destas, e ndo da
ordem com que as denotamos ou contemplamos. Além
disto, toda a forca pode ser anulada por certa outra e a
forca nula é neutra relativamente a adigdo. Por outras pa-
lavras: O espago E munido da adigéo ‘+ define um grupo

abeliano: para 7, 7,7 em E quaisquer

FHT=T 4R G+ T =F+G+7,0+5 =7,

=

e para todo o ff existe um 7 tal que f + § = 0.
Para um real A e forca § define-se AP como sendo a forca

paralela (se A > 0) ou antiparalela (se A <0) a 7 de norma

M-

iii. Anorma daresultante de dois vectores de normasiguais
depende de forma continua da sua normae do angulo entre
eles. Ou seja: a funcdo R x S% x S2 5 (A, p,q) — |Ap+Ag|é
continua. Aqui S? é a superficie esférica de raio 1. Ela re-

presenta todos os vectores de norma 1.

iv. Se p, 7 séo forgas paralelas (do mesmo sentido), entdo a
norma da sua soma é igual a soma das normas: se j 11 §,

entdo|p+4| = [P| + |4].

Partindo destes postulados pouco restritivos vamos agora,

passo por passo, deduzir a regra do paralelogramo.

LeMA. Sejam €,€ vectores de normas iguais. Entdo a sua re-
sultante tem a diregdo da bissectriz do dngulo Z(€,€') e norma

proporcional & de € (ou de &).

Prova. Seja 0 a rotacdo por 7 radianos (180 graus) em tor-
no da bissectriz de Z(¢,€’). Entdo p(€) tem origem e sentido
de?.

Como ainda|é| = |&'|, temos p(&) ="

Da mesma forma p(e") =¢. Por isso os postulados i e ii
implicam p(é+¢') = & +¢ = é+¢'. Ou seja a soma fica inva-
riante sob a rotagdo p. Como uma rotagdo deixa invariante
apenas uma dire¢do, vemos que &+ estd sobre a bissectriz.
Sejaagora f(A) = [Ae+A€'|.Se A for um racional, A = % com

m,n € Z>1, digamos, entdo

m parcelas
—_——
L iv 1_,. . 1_, . 1= sl
)LE-’-AE, = (ZE‘F +E€) +(ﬁ€ + +ﬁ€)
i (fe4ie)+ .- +H(Let+ie)
Daiobtemos f(%) = |Zg+ 15| = m|le+ 18| = mf(1),

e, em particular, f(1) = f(n/n) =nf(1/n), e portanto
f(r) =rf(1) para r € Q0. A hipétese iii de continuidade
de fdd agora f(A) = Af(1) para um real A > 0 qualquer. O
mesmo ¢ vidlido para A < 0usando quer € Qg pode ser

escrito _Tm =rcomm,n € Z>1. Isto provao lema.

Note-se que dados quaisquer dois pares de versores, ¢, ¢

e 21,8 que definem o mesmo angulo, existe uma rotagdo p
—

tal que (p(€), p(e

normas, o, I L
e+8| = |p(e+e)| = [p(&)+p(&)| = |e1+€]-

)) = (&, ). Como rotagdes ndo alteram

—

Isto serve para dizer que a fungdo f(y) := %|¢+¢| com
g,&'versores e Z(,¢') = 2y estd bem definida, i.e. ndo depen-
de da escolha dos versores.

Sejam agora i1, P2; 41, §2 pares de versores que definem o
mesmo angulo. Definamos 7, §, x, y pelas equagdes

ﬁ: ﬁl—i_ﬁZ/ 7:ﬁ1+172/

2P0 =2x,  L(Pr,p2) = £(1,52) = 2y.
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Por definigdo de ftemos || = |7] = 2f(y) e pelo lema
a indicagdo dos angulos dada na figura 2 é justificada e
temos

|P+d] = 2f (y)2f(x),
P11 =2f(x +y), [Pl =2f(x—y).

Por isso,

4f () f(y)

|P+q] = [(P1+P2) +(§1+72)|
= |(P1+q1)+(Pa+q2)|
2f(x+y) +2f(x = y).

Do postulado ii decorre f(%) = 0. O seguinte teore-

s

ma, provado a seguir, diz-nos que a fungao f que é por iii
continua, é igual a funcdo cosseno.

TeOREMA. Seja f : R — R uma fungdo continua que satis-
faz f(5) =0 e para todos os x,y € R a equacdo funcional de
d’Alembert

fa+y) +fx—y) =2f(x)f(y)-

Entdo, f = cos.

Daqui tiramos o seguinte facto:

F1. A soma fisica p+4 de dois vectores de igual nor-
ma |p| = |4] = A que fazem um angulo 2x é igual a
2Acosx b, onde b é o versor da bissectriz de 7,q; pela
figura 3, este vector é entdo igual a soma geométrica dos
dois: pH7=p +7.

Mostremos a seguir esta mesma igualdade no caso
P L 7, e finalmente para vectores J, § quaisquer.

Na figura 4 vemos vectores j L § que geram o rectan-
gulo [OPRQ)]. Sabe-se (por axiomética de geometria) que
as diagonais de um rectangulo se intersectam num ponto
M que as bissecta. Sejam § = m eq; = (ﬁl, L= (ﬁl
as translagdes de m e W, respectivamente, para O.
Entdo vemos

=

o ii

p+q (P1+5)+(E+q1) = (Prt+q1)+25

Mostrdmos assim o facto seguinte.
F2.Sep L 7 ,entdo p+7=p+4.
Finalmente, sejam 7, § vectores quaisquer. Examine-

mos a figura 5.

Dos pontos P e Q baixdmos perpendiculares a dia-

Figura 4: Justificando a adicao Figura 5: Justificando a adicao
de forcas perpendiculares. de forgas quaisquer:
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gonal OR com pés I, Ir. Os vectores 71, 1, paralelos a estas
perpendiculares e aplicados em O, tém por congruéncia de
tridngulos AQRI, = APOI; soma 0:71 + g1 = 0. Com racioci-
nio um pouco andlogo ao anterior, obtemos

S F2 5 2 S PN i1 N PR v — =
pHq = (i) H@+) = (Frdq) +(Pata2) = P+ 4.
Isto termina a justificagdo da regra do paralelogramo excepto

que devemos ainda provar o teorema atrds mencionado.

Prova po TEOREMA: Pondo Y =0, obtemos 2f (x) = 2f(x)f(0)
para todos os x € R. Usando aqui x =0, inferimos
2 =2£(0),logo f(0) = 1. Pondo x = 0 na equacdo funcio-
nal, vemos f(y)+ f(—y) =2f(y), ou seja, f(y)=f(-y)
para todos os y. Portanto, f é uma fungdo par. Pondo
nela ¥ = %, vem f(2x)+1 = 2f(x)%, o que equivale a
%0 1 f(t/2)> =(1+ f(t))/2 para t € R.

Como f e cos sdo continuas e assumem os valores 1 e 0
em 0 e 7T/2, respectivamente, existem a,c €]0,77/2[ tais que
0 < f(a) = cosc < 1. Estabelecemos a seguir que para todos
osn € Z,m € Z>q, se tem *1 : f(na/2™) = cos(nc/2™).

Sdo consequéncias do teorema da adicdo do cosseno,

cos(u + w) = cos(u) cos(w) — sin(u) sin(w),
as duas férmulas
1+4+cos(2x) =
cos((n+1)x) =

Tratamos do caso # = 1 de *; por indugéo sobre m. Para
m =0 (x1) lé-se f(a/2°) = cos(c/2°), o que é verdade segun-
do a definicdo de c. Supondo *1 para determinado m, e usando

2cos(x)?%;

2 cos(x) cos(nx) — cos((n —1)x).

a primeira das férmulas para o cosseno, vem *1 com m + 1em

lugar de m, pois
*0

fla/2mt)? = f((a/2™)/2)* = (1+f(a/2"))/2
(14 cos(c/2™)) /2 = cos?(c/2m D).

Portanto, temos *1 paran = 1e todos os m € Z>y.

Pondo na equagdo funcional para f, x = ny, obtemos

f((n+1)y) =2f(y)f(ny) — f((n —1)y). Supondo *1 para
determinado # e usando a segunda das férmulas para o cosse-
no, podemos entdo escrever

f((n+1)a/2m)
= 2f(a/2")f(na/2") = f((n—1)a/2")
= 2cos(c/2™)cos(nc/2™) — cos((n —1)c/2™)
= cos((n+1)c/2™),

mostrando *1 para 7 4 1 em lugar de 7, e logo para todos os
n € Z, também os negativos, pois tanto f como cos sdo funges
pares.

Comoafamiliadospontosna/2", (n,m) € Z x Z>pédensa
na recta, e fuma fungdo continua, obtemos f(x) = cos((c/a)x)

para todos os x € R. Ora f(71/2) = 0 obriga a ¢/a =2k +1
para algum k € Z. Entdo f(7m/(4k+2)) =cos(rt/2) = 0;
ou seja, se dois vectores de norma 1, ¢ e ¢ fazem um an-
gulo 7/(2k+1), entao é+¢ = 0. Como (E,+) é grupo, s6
¢ = —&¢é aqui possivel. Isto implica k = 0, logo f = cos, como
querfamos mostrar.

O presente artigo baseia-se na secc¢do 2.4 do livro [1] que
por sua vez relata pensamentos de matemaéticos tdo famosos
como d’Alembert (1750), Siméon Denis Poisson (1804), Au-
gustin Louis Cauchy (1821), Niels Henrik Abel (1823) e outros
sobre o assunto. Uma abordagem alternativa da equacdo de
d’ Alembert usando célculo encontra-se em [3]. As afirmagdes
geométricas decorrentes da axiomdtica podem ser obtidos
usando sobretudo resultados dos capitulos 6 e 8 de [4] ou as
paginas Axdist 24, 25 de [5].

Como desafio, deixamos ao leitor o seguinte problema-tipo
de equagdes funcionais que se encontram em Olimpiadas de
Matematica.

Problema. Encontrar todas as fungdes f : Ro — Ry que
satisfazem f(xf(y)) = yf(x) e limy,e f(x) =0.

Para nos motivar na continua¢do do Canto Délfico envie
evidéncias de leituras sérias dos nossos artigos — solucdes de
problemas, apontamentos em que pormenorizou provas, re-
flexdes sobre os argumentos apresentados, perguntas que sur-
giram na leitura de cantos délficos — e sugestdes para futuros
artigos para:

Projecto Delfos

Departamento de Matemitica
Apartado 3008, E.C.Universidade
3001-454 Coimbra

Retribuimos tais evidéncias com a publicacdo dos respec-
tivos nomes (e certificados, se quiserem) que atestam o vosso
profissionalismo.
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