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AREAS E VOLUMES 2

Partindo de uma formulacdo geométrica alternativa do Te- atactor@atactorpt
orema de Pitdgoras, é indicada uma construgdo que a cada

coroa circular associa um disco com a mesma drea. E, repetin-

do esse procedimento com as coroas circulares que se obtém

seccionando uma esfera e um cilindro circunscrito por uma

familia de planos perpendiculares ao eixo deste, determina-

remos o volume da esfera.
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Consideremos um tridngulo rectangulo e trés quadrados construidos sobre
os seus trés lados. Na sucessdo de imagens acima - de que a imagem final é
aindicada a esquerda, separada das outras - as partes a vermelho tém igual drea
e 0 mesmo vale para as coloridas a amarelo. De facto, para a figura vermelha:
em1, 2, 3eb5, 6,7 porque a drea de um paralelogramo sé depende do compri-
mento de um lado e da altura correspondente [1],eem 3,4, 5, porque uma rota-
¢do conserva distancias e, portanto, também dreas. Analogamente para a figura
amarela: passos 7, 8, 9 e 11, 12, final pela primeira razdo e 9, 10, 11 pela segunda.
Concluséo: a drea do quadrado cinzento construido sobre a hipotenusa é igual a
soma das dreas dos quadrados coloridos construidos sobre os catetos (formula-
¢do geométrica do Teorema de Pitdgoras).
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Como figuras semelhantes com razdo de semelhanga k tém dreas que estdo na
razdo k? [1], podemos concluir que, para quaisquer outras figuras (semelhantes en-
tre si), construidas (de igual forma) sobre os catetos e a hipotenusa, continua a ser
verdade que a 4rea da figura construida sobre a hipotenusa é igual a soma das 4reas
das construidas sobre os catetos. Em cada imagem a figura cinzenta tem como drea
a soma das dreas das figuras vermelha e amarela.
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A figura abaixo sugere uma formulacdo geométrica alternativa para o teorema
de Pitdgoras. Colocando uma cépia do quadrado vermelho no quadrado cinzento,
obtém-se uma coroa quadrada, cuja drea é exactamente a do quadrado amarelo as-
sociado ao outro cateto.

A esquerda, a coroa a cinzento e o quadrado amarelo tém mesma drea

Para cada imagem, tém drea igual as figuras com a mesma cor
(ver a direita).

Utilizando devidamente estas propriedades, poderemos en-
contrar facilmente uma solucdo para o problema de, dada uma

“coroa” baseada numa figura de certa forma, encontrarmos uma
figura com a mesma forma (i.e. semelhante) com a mesma drea.
Por exemplo, como construir um quadrado com drea igual a da

coroa quadrada amarela na figura ao lado? No caso geral, basta *A
escolher na figura maior dois pontos, construir um tridngulo rec-
tangulo que tenha como medida da hipotenusa a distancia entre ¥

esses dois pontos da figura e como medida de um dos catetos a
distancia entre os pontos correspondentes da figura semelhante
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mais pequena, na coroa. Construindo a figura semelhante em
que os dois pontos correspondentes aos anteriores distam en-
tre si exactamente o comprimento do novo cateto do tridangulo,
temos o problema resolvido (figura acima).

Para construir o tal tridngulo rectangulo, um processo sim-
ples é o de desenhar uma circunferéncia cujo raio seja a hipo-
tenusa desejada, marcar num raio um segmento com origem
no centro e comprimento igual ao do cateto desejado e tirar
uma perpendicular pelo outro extremo. Por exemplo, par-
tindo da coroa quadrada amarela anterior, a construgao geo-
métrica indicada na figura acima leva a um quadrado com a
mesma drea da coroa. O arco de circunferéncia indicado tem
como raio a medida de meio lado do quadrado grande da co-
roa e o segmento vermelho horizontal com um extremo no
centro da circunferéncia tem comprimento igual ao de metade
do lado do quadrado vermelho. A recta perpendicular a este
segmento passando pelo seu outro extremo determina no arco

de circunferéncia um ponto. O segmento (amarelo) vertical
desta recta com extremo nesse ponto é o cateto desejado. O
quadrado procurado tem como comprimento do lado o dobro
do deste cateto.

Para prismas rectos assentes sobre estas figuras planas, temos
resultados andlogos, agora envolvendo os respectivos volu-
mes. Por exemplo, na figura abaixo, partindo da coroa pris-

matica da esquerda e aplicando a construgdo anterior a secgdo
recta (horizontal), que é uma coroa quadrada, obtemos um
prisma de secgdo quadrada com o mesmo volume da “coroa
prismaética” da esquerda.

Mas estamos particularmente interessados numa situacéo
mais complexa, em que a parte exterior é um prisma (ou
cilindro) e a interior tem sec¢des varidveis com a altura. Se,
em cada nivel, aplicarmos a construg¢do anterior, obtemos do
lado esquerdo coroas em que as figuras de fora sdo todas con-
gruentes, mas ndo as de dentro. O resultado é o que as figuras
abaixo ilustram. Para cada par, o volume da regido (imagem
da esquerda) compreendida entre o prisma ou cilindro exte-
rior e o sélido que estd dentro é igual ao volume do sélido
(verde). Isto resulta do facto de as sec¢des por cada plano ho-
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rizontal terem a mesma drea. O tamanho dessas seccoes de-
pende da altura segundo uma fungéo que, neste exemplo, é a
mesma para os dois primeiros pares e diferente para o tltimo
(ver figura).

Se a curva determinando a variagdo do tamanho das sec¢des
do sélido vermelho for uma circunferéncia, obtemos um caso
particularmente interessante; note-se na figura a direita (meio),
a curva correspondente amarela. Se as formas usadas forem
circulares, o s6lido vermelho da esquerda dentro do cilindro é
uma esfera e o sélido verde da direita um (duplo) cone.

Qual a razdo? Se voltarmos ao processo anterior de cons-
trugdo, descobrimos que neste caso a altura da secgdo € igual
ao comprimento do cateto construido, que, por sua vez, vai
ser o raio da secgdo da figura
verde da direita. Isto é, o raio
desta seccdo é precisamente
igual a altura da secgdo. Por-
tanto, obtemos geratrizes rec-
tilineas de um duplo cone de
revolugdo com uma inclina-
¢do de 45° relativamente ao
eixo. Alids, no caso em ana-
lise, hd uma construgdo equi-
valente e mais directa do ca-
teto desejado (que serd o raio
do circulo com drea igual a
da coroa circular de partida).
Como a figura a esquerda in-
dica, nesse caso particular do
circulo, basta marcar um raio horizontal do circulo vermelho:
o segmento amarelo vertical partindo do extremo desse raio
e terminando na circunferéncia amarela é o cateto procurado.
O tridngulo rectangulo assim obtido é claramente congruente
com o que se obtém pela construcdo geral, valida para todas
as formas. Como o volume do duplo cone é um terco do volu-
me do cilindro com a mesma base e altura (o da esquerda) [1],
o volume da esfera serd a diferenga entre os dois, ou seja, dois
tercos do volume desse cilindro.

Em [1] foram dadas justificages das afirmagdes: i) a drea
de um paralelogramo s6 depende do comprimento da base;
ii) o volume de um prisma (cilindro) ou de uma piramide
(um cone) s6 depende da altura e da drea da base (ndo da
forma desta); iii) uma pirdmide (um cone) tem como volume
um ter¢o do volume do prisma (cilindro) com a mesma base e
altura. E decorre de propriedades justificadas nesse texto que
a drea de um tridngulo s6 depende do comprimento da base e
da altura, pelo que é metade da do paralelogramo construido
sobre dois dos seus lados. Fixando como unidade de volume

o valor do volume de um cubo de aresta unitdria e utilizan-

do devidamente grelhas tridimensionais cada vez mais finas,
obtidas a partir daquele cubo, conclui-se que qualquer prisma
rectangular recto tem como volume o produto dos compri-
mentos de trés arestas, duas na base e uma vertical. Por outro
lado, m é definido como a razdo (que se prova ser constante)
entre o perimetro e o didmetro de uma circunferéncia, ou seja
o perimetro é, por defini¢do de m, igual a 2 7t r, sendo r o raio
da circunferéncia. Inscrevendo um poligono regular de # la-
dos na circunferéncia e unindo os vértices ao centro, obtém-se
n tridngulos, cuja drea total é metade do produto do perimetro
pelo apétema. Daqui conclui-se que a drea do circulo é metade
do produto do raio pelo perimetro, ou seja 7 r2 . Assim, o vo-
lume do cilindro de revolugdo envolvente da esfera é tr2*2 ¢
e o da esfera é dois ter¢os do volume do cilindro, ou seja, (2/3)
mtr2.(2r)=(4/3) t r3.
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