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Nesta Klein vignette,
mostramos como
a partir de um
pequeno jogo
podemos descobrir
um dos teoremas
mais poderosos
da matematica,
o teorema de ponto
fixo de Banach.
Este teorema
tem aplicagoes
fantasticas dentro
e fora da matematica.
No ponto 4,
falamos sobre uma
aplicacao fascinante
na compressao
da imagem.

1. INTRODUCAO
Vamos comegar com 0 nosso jogo e olhar para a tampa da

famosa caixa de A Vaca que Ri (Figura 1). O brinco da
direita da vaca ¢ mais uma vez, uma vaca que ri. A cada pon-
to da tampa, associamos o ponto correspondente no brinco a
direita. Esta ¢, claramente, uma fungdo da tampa para si pro-
pria, a que chamaremos F. Por exemplo, a ponta do queixo da
vaca associamos a ponta do queixo da pequena vaca no brin-
co da direita. Ao centro do olho direito da vaca associamos o
centro do olho direito da pequena vaca no brinco da direita,
etc. Aqui esta o desafio: ha algum ponto que seja enviado
para si proprio por este processo? Um tal ponto, se existir,
sera chamado ponto fixo. Se existe um ponto fixo, entdo nédo ¢é
nenhum dos pontos que enumeramos acima. Além disso, se
existe um ponto fixo, entdo ele deve estar no brinco da direita.
Mas o brinco da direita é enviado para o brinco da direita da
vaca pequena, etc. Visualmente, vemos que estes brincos da
direita encaixados parecem convergir para um ponto, a que
chamamos A, e A é um candidato para a nossa solugao.
Comecemos com um ponto qualquer, por exemplo a ponta

do queixo, ao qual vamos chamar Py. Assim, P ¢ enviado para

fhe La lglzg*g' gCoy,.

Figura 1: A famosa embalagem da Vaca que Ri.
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P; = F(Py), que é a ponta do queixo da pequena vaca no brin-
co da direita. Analogamente, P; é enviado para P, = F(P1),
que ¢ a ponta do queixo da vaca que aparece no brinco da

direita da pequena vaca, etc. Observamos trés coisas:

(i) Poderiamos continuar o processo um numero infinito

de vezes e gerar uma sucessdo { Py }, onde P, = F(Py).

(ii) Visualmente, s6 um namero finito de pontos desta
sucessdo parecem distintos, todos os outros nao se dis-
tinguem. Claro que poderiamos ampliar a imagem e ver
mais pontos. Contudo, independentemente da ampliagdo
que escolhermos, continuamos a distinguir sé um ntmero

finito de pontos e os restantes ndo se distinguem.

(iii) Esta sucessdo parece convergir para o mesmo ponto

A como antes.

Se tivéssemos considerado um outro ponto Qg e construi-
ssemos a sucessdo {Qn}, onde Q41 = F(Qn), veriamos que a
sucessdo { Qn } aparentemente convergiria para o mesmo pon-
to A. De facto, podemos observar que isto é consequéncia do
facto de o ponto {A} ser a intersecgdo dos brincos da direita
encaixados, cujos diametros tendem para 0.

O que ¢ que o teorema do ponto fixo de Banach nos diz?
Diz-nos que, de facto, a fungdo F tem um tnico ponto fixo,
i.e., existe um tinico ponto A do plano tal que F(A) = A. Além
disso, também afirma que se tomarmos um ponto qualquer
PO e construirmos a sucessdo { P, }, onde P, ;1 = F(Py), entdo a
sucessdo { Py} converge para A.

Mas porqué? Sera que o mesmo ocorreria para qualquer
fungdo F? Claro que ndo. Por exemplo, uma translagdo
no plano ndo tem um ponto fixo. Por outro lado, a aplica-
¢do G(x,y) = (x+ (x* =1)-y) tem dois pontos fixos (£1,0).
A aplicagdo F do nosso jogo tem uma propriedade especial.
E uma contraccdo. De facto, o seu contradominio é muito mais
pequeno do que o dominio. Se dois pontos P e Q estdo a uma
certa distancia, entdo as suas imagens F(P) e F(Q) estdo mais
perto uma da outra do que P e Q estavam. Esta afirmacdo faz
sentido porque em R? podemos medir a distdncia entre dois
pontos. Isto porque IR? é um espaco métrico. F o facto de F ser
uma contrac¢do que garante que quando construimos uma

sucessdo { Py }, independentemente da precisdo que conside-
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remos (olhemos a sucessdo de longe, de perto, com um mi-
croscopio, ou através de um microscépio electrénico), depois
de um N que depende da nossa precisdo, todos os elementos
da sucessdo Py, 1> N se tornam indistinguiveis. Dois elemen-
tos sdo distinguiveis se a distancia entre eles esta acima de
um certo valor. Na préxima secgdo vamos recordar que a uma
sucessdo que tenha esta propriedade se chama uma sucessdo
de Cauchy. Em R?, qualquer sucesséo de Cauchy é convergen-

te. Dizemos que R? ¢ um espago métrico completo.

Agora que temos todos os ingredientes para o caso geral,
podemos formular o teorema.

Teorema 2.1 (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja K um espaco
métrico completo onde a distincia entre dois pontos P e  é repre-
sentada por d(P,Q). Consideremos F : K — K uma contraccio, i.e.,

existec € (0,1) tal que se P, Q, € K, entiio

d(F(P),F(Q)) < cd(P, Q).
Entdo F tem um tinico ponto fixo, i.e., existe um tinico ponto A € I
tal que F(A) = A.

Vamos de seguida definir todos os termos que constam
nesta formulagdo. Esta parte ¢ mais formal e pode ser saltada
se preferir concentrar-se nas aplicagdes.

Sabemos o que ¢é a distancia entre dois pontos P e Q em IR%,

Como ¢ que podemos generalizar esta ideia num conjunto K?

Definigédo 2.2

A distancia num conjunto IC é uma funciod : IC x IC — R queverifica:
1. Paracada P,Q € K,d(P,Q) >0;
2.d(P,Q)=0sees6éseP=Q);

3. Para P,Q,ReK,d(P,Q) <d(P,R)+d(R,Q)
(desigualdade triangular).

cada

Como sabemos, estas propriedades sdo verificadas para a
distancia euclidiana usual em R>.

Recordamos agora a defini¢do de sucessdo de Cauchy, que
¢ a formalizagdo da ideia de uma sucessdo para a qual, inde-
pendentemente do limite de precisdo que tomarmos, depois

de um niimero finito de elementos, todos os outros se tornam



indistinguiveis. Vamos ainda recordar a definigdo de suces-

sdo convergente.

Definigédo 2.3
1. Uma sucessao { Py } de elementos num espago métrico /C
¢ uma sucessio de Cauchy se paratodo o € > 0, existe N e N

tal que para todo n,m > N, temos
d(Py, Pu) < €.

2. Uma sucessdo {P;} de elementos de um espago métrico
KC converge para o limite A ¢ K se para todo o € >0, existe

N €N tal que para todo o n > N, temos

d(Py, A) <e.

Definicdo 2.4
Um espago métrico K é um espago métrico completo se qualquer
sucessdo de Cauchy {P,} de elementos de K converge para
um elemento A de K.

Como ¢ que provamos o teorema do ponto fixo de Banach?
A unicidade do ponto fixo ¢ facil. De facto, suponhamos que
A e B sdo dois pontos fixos. Entdo, F(A) = Ae F(B) = B. Além

disso, como I é uma contrac¢do, temos

d(F(A),E(B)) < cd(A,B),

logo, d(A,B) <cd(A,B).

A tnica solugdo é d(A,B) =0, o que nos leva a concluir
que A =B.

Tal como para a unicidade, a ideia da demonstragao da
existéncia também ¢ simples: ja a vimos no nosso jogo da Vaca
que Ri! Consideramos um ponto qualquer Py € K e construi-
mos (como antes) a sucessdo { Py}, onde P, 1 = F(Py). Entdo,
esta suicessdo ¢ uma sucessdo de Cauchy e o seu limite ¢ um
ponto fixo. Claro que mostrar estas duas afirmagdes requer
algum trabalho, mas vamos saltar os detalhes técnicos. O que
¢ importante é que a demonstragdo ¢ a mesma, no caso geral
de um espago métrico completo complicado ou num simples
tal como K =R\

A ideia da demonstragdo ¢ ndo s6 simples e intuitiva, mas
também bastante poderosa. Ela providencia-nos uma forma

de construir numericamente o ponto fixo A. Isto explica por-

que ¢ que podemos encontrar intimeras aplicagdes deste teo-

rema, tanto na vertente tedrica como na vertente pratica.

Uma das aplicagdes mais importantes do teorema do ponto
fixo de Banach é a demonstragdo da existéncia e da unicida-
de de solugdo para uma equagao diferencial suficientemente
regular. Nesta aplicagao o espago métrico completo K é um
conjunto de fungdes e a aplicagdo F transforma uma fungao
numa outra fungdo (por vezes, dizemos que F é um operador).
O truque estd em mostrar que uma solugdo da equagao dife-
rencial, se existir, ¢ um ponto fixo do operador F.
Provavelmente, j4 estudou equagdes diferenciais simples e
aprendeu truques para encontrar férmulas para as solugdes.
Na verdade, estas equagdes diferenciais sdo a excepgdo. Para
a maioria das equagdes diferenciais ndo existe uma férmula
para as solugdes. Dai a importancia de um teorema que asse-
gure a existéncia de solugdo. Nao deveria ficar surpreendido
por ndo existir uma férmula para as solugdes da maioria das
equagdes diferenciais. De facto, considere uma das equagdes

diferenciais mais simples

' —.\'2
y' =

A sua solugdo ¢ dada por

y= je_xzdx.

Deve lembrar-se de lhe terem dito no seu curso de pro-
babilidades ou estatistica que ndo existe uma férmula para
a primitiva da fungdo fxz, explicando assim porque é que
temos de trabalhar com tabelas quando estudamos a distri-

buig¢do normal.

A melhor forma de guardar uma imagem em memdria é

guardar a cor de cada pixel. H4 dois problemas neste método:

* Requer uma enorme quantidade de memdria.

* Se tentarmos ampliar a imagem, por exemplo, para a
usar num grande pdster, os pixeis tornam-se quadrados
maiores e vai faltar-nos informagéo sobre como preencher

os detalhes nestes quadrados.
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Figura 2: Trés Fractais

Qual é o principio da compressio de imagem? E o de codi-
ficar menos informagdo do que h& na imagem original, mas
fazendo-o de uma forma inteligente, para que a olho néo con-
sigamos ver que a imagem que observamos foi deteriorada.
A Internet aumentou a necessidade de uma boa compressao
de imagem. De facto, as imagens tornam significativamente
mais lenta a navegagao na rede. Assim, para a navegagao na
Internet é bom ter imagens codificadas em ficheiros o mais
pequenos possivel. Quando olha para a imagem no ecra
do seu computador ndo consegue ver que foi deteriorada.
Contudo, se tentar amplié-la ou usa-la num pdster, vai ver
imediatamente que tem pouca qualidade.

Ha varios principios de compressdo de imagem, um dos
mais familiares é o formato JPEG, que se tornou standard
para fotos digitais. A codificagdo de uma imagem no formato
JPEG é também um algoritmo matematico.

Nesta Klein Vignette, vamos concentrar-nos noutro método
que se manteve mais experimental. A este método, introdu-
zido por Barnsley, tem-se chamado sistemas de funcoes itera-
das. A ideia por detrds do método é aproximar uma imagem
por objectos geométricos. Para ter uma quantidade suficien-
te de objectos disponiveis, ndo vamos limitar-nos as figuras

geométrica usuais, que sdo as linhas e curvas suaves, mas
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vamos permitir objectos fractais complicados, como o feto e o
triangulo de Sierpinski (ver figura 2).

Vamos explicar a ideia do processo de compressado no tri-
angulo de Sierpinski da figura 2(b). Parece a priori um objecto
complicado. Como guarda-lo nameméria de um computador,
de uma forma econémica? O melhor ¢ guardar um progra-
ma que o reconstrua quando for necessario. Para construir
este programa, precisamos de entender o que caracteriza este
objecto geométrico. Vamos observar o tridngulo de Sierpinski:
ele é a unido de trés triangulos de Sierpinski (i.e., trés copias
dele préprio), que tém metade do seu tamanho (em largura
e altura). De facto, partindo do triangulo de Sierpinski, pode-

mos construir um segundo usando o seguinte procedimento:

¢ Encolhemos o triangulo de Sierpinski para metade do

seu tamanho a partir do seu vértice inferior esquerdo.

e Construimos uma segunda cépia deste meio triangulo

de Sierpinski e colamo-la a direita.

e Construimos uma terceira cépia deste meio triangulo

de Sierpinski e colamo-la no topo.

A segunda figura que construimos ¢ igual ao nosso trian-
gulo de Sierpinski original. Assim, o tridngulo de Sierpinski

¢ o ponto fixo do processo.
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Vamos agora colocar isto em termos matematicos. Obser-
ve que o comprimento da base do triangulo de Sierpinski na
figura 2(b) ¢ igual a sua altura. Assim, podemos considerar
eixos com a origem no canto inferior esquerdo do triangulo
de Sierpinski e unidades de forma a que a base e a altura
tenham ambas comprimento unitario. Consideramos tam-

bém as seguintes transformagdes afim definidas em R%:

Se § ¢ o triangulo de Sierpinski, entdo temos

S = T1(8) U Ty(S) U T5(S). )
Existem outros subconjuntos B do plano que tenham a
mesma propriedade, i.e., tal que

B~ Ty(B)UTa(B) U Ts(B)? @

Vamos ver que ndo hé nenhum! Assim, caracterizdmos o
nosso triangulo de Sierpinski como o tnico subconjunto B
tal que (1) ¢ verificada. O que € que fizemos? Construimos

uma fungdo que a um subconjunto B do plano associa o sub-

conjunto T1(B) u T;(B) u T3(B). Chamemos a esta fungao W.
Esta definida por

B~ W(B) = T1(B) u To(B) U T3(B),

e vimos que S = W(S), ie., § é um ponto fixo desta fungéo.

Anunciamos que iamos mostrar que o triangulo de Sierpiniski
¢ o tnico ponto fixo desta fungdo. Vamos tentar com um qua-
drado Cp, como na figura 3(a). A sua imagem é Cy na figura
3(b). Aplicamos o mesmo processo a Cy e obtemos Cy, C3 — Cs.

(figura 3(c)-(f)). Observamos trés coisas:

(i) Nenhum dos conjuntos Cy, . . ., Cs é um ponto fixo de W.

(ii) Poderiamos ter continuado este processo indefinida-
mente, produzindo assim uma sucessdo infinita de con-

juntos {Cy }, onde C,, .1 = W(Cy).

(iii) A sucessdo {C,} parece convergir rapidamente para
o triangulo de Sierpinski. Assim a olho nu, ndo consegui-
mos distinguir Cjp de S. Logo, no lugar de S na nossa ima-
gem, o programa que reconstrdi a nossa imagem pode sé
produzir Cy. Além disso, se necessitarmos de uma melhor
resolugdo, entdo podemos usar o mesmo programa e pe-
dir-lhe para parar em Cy, ou Cz. Assim, 0 mesmo peque-

no programa pode reconstruir S com qualquer precisdo!
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Figura 4: Um pentdgono BQ
e as suas seis primeiras
iteradas B)—Bég.
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Mais ainda, podemos verificar que funciona com qualquer
conjunto inicial! Um segundo exemplo, iterando um penta-
gono, ¢ mostrado na figura 4. As mesmas observagdes (i), (ii)
e (iii) acima aplicam-se a este exemplo.

Vimos que o teorema do ponto fixo de Banach se aplica a con-
tracgdes em espagos métricos completos. Definimos a fungao
W em (2) nos subconjuntos do plano. Para espago métrico,
vamos tomar K como o conjunto de subconjuntos limitados
(fechados) do plano. Introduzimos uma distancia em K cha-
mada distancia de Hausdorff. A defini¢do de distancia de
Hausdorff dgy(By, By), entre dois conjuntos By e By, é dada por
uma férmula obscura e complicada, por isso vamos explicar
este conceito de outra forma. Vamos comegar por ver que

significado queremos atribuir a férmula

dH(B1,Bz) <€

(mesmo sem ter definido o que ¢ dy(By, By)!). Simplesmente
significa que se 0 nosso olho tem uma precisdo de ¢, entdo ele
ndo consegue distinguir By de B,. Em termos matematicos,
dy(B1, By) < e significa que

VPeBIQeByd(P,Q) <e e VP € B,AQ e Bid(P',Q") <e. (3)
(Onde d é a distancia euclideana usual em ]RZ.) Isto permite

dar a definig¢do indirecta.
Definigao 4.1
A distancia de Hausdorff entre dois conjuntos fechados e

limitados By e By ¢ o minimo de todos os € >0 tal que (3) ¢

verificada.
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Podemos agora convencer-nos de que a fungdo W ¢ uma
contracgdo. De facto, vamos supor que dp(Bj, By) < €. Entdo

podemos mostrar que

A (W(By), W(B2)) < 5.

Seja P e W(Bq). Entdo, existe i¢{1,2,3} e Pje By tal que
P=T;(P;). Como dy(By,By)<e¢, existe Q;eBy tal que
d(P1, Q1) < e SejaQ = T;(Q1). Entdo

d(P,Q) = dT(P1), T;(Q1)) = 34(P1, Q1) < 5.
Analogamente se comegarmos com P’ ¢ W(B,), entdo existe
"€ W(By)tal qued(P’, Q") < 5.
Este processo foi adaptado a compresséo de imagens reais
(ver [2] ou [5]). O método produz imagens de alta qualida-
de quando a imagem tem algum caracter fractal. Contudo,
o coeficiente de compressdo ndo ¢ tdo bom nem tao flexivel
como o formato JPEG. Além disso, o processo de codificagdo
(transformando a imagem num programa para a reconstruir)
¢ ainda assim demasiado fastidioso para ter interesse prati-
co. Contudo, a simplicidade da ideia juntamente com o seu

potencial de aplicagdo ¢ bastante animadora.

O sucesso do Google enquanto motor de busca tem origem
no seu algoritmo: o algoritmo PageRank. Neste algoritmo ¢

calculado um ponto fixo de um operador linear em R”, este



ponto fixo (que é um vector) fornece a ordem das paginas.
Na prética, o ponto fixo (que ¢ um vector préprio do valor
proprio 1) € calculado aproximadamente como Py para n su-
ficientemente grande. Convidamos o leitor interessado a ver
os detalhes na Klein vignette “Google and the PageRank al-
gorithm” em http://wikis.zum.de/dmuwl/index.php/KleinVignettes

O que vimos nesta Klein vignette foi como, comegando de um
simples jogo podemos descobrir ideias muito poderosas que
podem levar a avangos matematicos e tecnoldgicos. Quando

procuramos uma solugdo Unica para um problema, tem-se
tornado um método, em muitos dominios da matematica,
tentar ver se a solugdo do problema pode ser caracteriza-
da como o Unico ponto fixo de um operador especialmente
construido para este fim.

Vimos que a vantagem desta abordagem ¢ que o teorema
fornece um processo eficiente e pratico de construir o objecto
solugdo como o limite de uma sucessdo dado que a conver-
geéncia ¢é rapida.

A analise é o estudo das fungdes. As fungdes sdo geralmen-
te definidas em ntdmeros. No calculo em vérias variaveis,
generalizamos a nogdo de fungdo a vectores que sdo elemen-
tos de R". Mas porqué parar nos elementos de R"? Todos j4
percebemos que os matematicos gostam de generalizar a no-
¢do de fungdo e permitem que ela seja definida, por exemplo,
em conjuntos de conjuntos e em conjuntos de fungdes, etc.
Fazer anélise em conjuntos de fung¢des tornou-se um impor-
tante capitulo da analise moderna, chamada andlise funcional,
que ¢ standard no ensino superior.

O leitor esta convidado a fazer a ligagdo a alguns dos pro-
cessos iterativos que ja encontrou. Por exemplo, o processo
iterativo em dimensdo um associado a sucessdo de Héron
para obter raizes quadradas. A rapida convergéncia geomé-
trica também pode ser entendida a partir do ponto de vista

apresentado aqui.
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