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Ahistéria do asno e do tridngulo conta-se em poucas pa-
lavras. Sabemos por Proclo, um comentador de Eucli-
des, do século V, que os epicuristas gostavam de ridicularizar
o teorema vigésimo do primeiro livro dos “Elementos” (dois
lados de um triangulo tomados em conjunto de qualquer
maneira sao maiores do que o terceiro), por demonstrar um
resultado 6bvio até para um asno." De acordo com Proclo, a
nossa Unica fonte sobre este assunto, o argumento dos epicu-
ristas procedia da seguinte maneira: imagine-se que num dos
vértices de um triangulo esta colocado um asno e que nou-
tro vértice esta colocado um cesto de ra¢do. Quando o asno,
esfomeado, pretende chegar a comida, percorre o lado que
une o vértice onde se encontra aquele onde esta a comida, em
vez de percorrer os outros dois. O burro procederia desta for-
ma porque reconheceria que um dos lados de um triangulo
determina um caminho mais curto do que os dois restantes;
ora, sendo este facto a tal ponto evidente que até um burro
o compreende, a sua demonstragdo €, no minimo, escusada.’

A histéria do burro e do teorema vigésimo dos “Elemen-
tos” tornou-se célebre e provocou intimeras reacgdes ao longo
dos séculos. Algumas foram encolerizadas e directas; Henry
Savile nao gostou e ndo teve papas na lingua em afirmar que
os autores deste extraordindrio raciocinio eram dignos, eles
proprios, de almogarem a palha com o dito asno.’ A reac¢ao

parece justa; afinal de contas, conhecer o facto ndo é o mesmo

Os epicuristas sao hoje mais
conhecidos pelas suas ideias

no dominio da Etica. No entanto,

procederam também a um exame
critico da geometria euclidiana,
cuja importancia na historia

da transmissao dos “Elementos”
apenas recentemente comegou

a ser compreendida.

que compreendé-lo por meio de uma explicagao satisfatoria e
plausivel. O préprio Proclo aproveita de imediato para escla-
recer o erro dos epicuristas: que o resultado demonstrado seja
manifesto para os sentidos ndo significa que seja manifesto
Ppara o pensamento cientifico; também é evidente para os senti-
dos que o fogo aquece, mas nem por isso deixamos de inquirir
a razdo por que aquece; ou ainda, € evidente para os sentidos
que nos movemos, mas carece de explicagao cientifica perceber
exactamente como, ou seja, se o fazemos ao longo de um meio
sem parte ou de intervalo para intervalo e, neste caso, como
conseguimos atravessar um numero infinito de intervalos.*

Sucede que os epicuristas ndo eram seguramente ingénuos
a ponto de levantar uma objeccao infantil a geometria eucli-
diana. Para interpretarmos convenientemente a sua reserva e
a forma de a expressar, temos de explicar brevemente a sua
agenda, comparar a solugao euclidiana com outras e entender
os problemas mateméticos e filoséficos envolvidos. E este, por
conseguinte, o plano do artigo.

Os epicuristas tornaram-se conhecidos pela sua hosti-
lidade para com a geometria. O préprio Epicuro, fundador
da escola e contemporaneo de Euclides (se aceitarmos a cro-
nologia tradicional de ambos), era fervoroso adversario da
matematica e promovia explicitamente, na sua acgao edu-
cativa, o ataque a disciplina. Cicero (séc. I a.C.) informa-nos

que Polieno, um importante epicurista de primeira geragao,

' O comentdrio de Proclo ao primeiro livro dos “Elementos” de Euclides estd
disponivel em tradugdo inglesa: Glenn Morrow, “Proclus. A Commentary on
the First Book of Euclid’s Elements"”. Princeton University Press, 1992; € a esta
edicdao que me referirei ao longo do artigo. Refiro-me ao texto dos ““Elemen-
tos” de Euclides a partir da edi¢do de J.L. Heiberg; E.S. Stamatis, “Euclides |.
Elementa I-IV", Leipzig, Teubner, 1969. Também me referirei a cldssica
traducdo inglesa de Thomas L. Heath (“The Thirteen Books of Euclid's
Elements”, 3 vols, New York, Dover, 1956; a |.* edicdo é da Cambridge
University Press, 1908; a mesma editora publicou a 2% edigdo em 1925;
a edicdo da Dover € a reimpressdo da 2* edicdo).

2 Uma histdria semelhante é contada por Sexto Empirico (século ), a prop&si-
to de Crisipo, o estdico (século Il a.C.) Este fildsofo afirmava que até um cao
de caca compreende e aplica correctamente o modus tollendo ponens (ou A
ou B; mas nao A, logo, B); com efeito, se chega a uma encruzilhada enquanto
persegue a sua presa e tem de escolher entre trés caminhos, nao sentindo o
cheiro da sua vitima em dois deles, imediatamente escolhe o terceiro sem se
preocupar com em verificar o cheiro novamente (Pir. 1.69).

> A afirmacdo encontra-se em “Praelectiones Tresdecim in Principium
Elementorum Euclidis”, Oxford, 1621, p. 78.

*A contra-objeccdo de Proclo encontra-se em Morrow, 1992, p. 251.
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comegara por ser matematico, apds o que passou a acreditar
que a geometria era falsa, depois de aceitar os argumentos
de Epicuro®. Polieno escreveu uma obra contra a geometria
que mereceu uma resposta do tamanho de um livro por parte
do mais famoso homem de ciéncia romano do século I a.C.,
Posidonio (que, alias, parece ter andado por terras de Portugal
e Espanha a estudar o fendmeno das marés). Um pouco mais
tarde, outros epicuristas, como Demétrio de Laconia e Zenao
de Sidon (séc. II-I a.C.), escreveram monografias sobre geo-
metria contendo intimeras objecgdes a teoremas incluidos nos
“Elementos”. Pelo menos mais outros dois membros da esco-
la, Basilides e Filonides (séc. II-IT a.C.), alcangaram reputagao
como gedmetras; o primeiro é mencionado na dedicatéria de
Hipsicles ao livro décimo quarto dos “Elementos”; o segundo,
no inicio do segundo livro de “As Cénicas” de Apoloénio.

A rejeicdo epicurista da matemédtica ndo era, portanto,
ignorante. Pelo contrario, ela era levada a cabo por mem-
bros da escola com reputagao e competéncia em matematica.
O problema é que das obras destes autores restam apenas
escassos fragmentos, o que torna muito dificil a tarefa de ca-
racterizar em pormenor as objecc¢des levantadas. Sabemos, no
entanto, que a critica epicurista era especialmente dirigida
contra a geometria tal como exposta nos “Elementos”, e sa-
bemos também a sua motivacio genérica. E que a geometria
euclidiana, seja por meio dos seus principios, seja por meio
das suas demonstragdes, propde conceitos como incomensu-
rabilidade ou divisao ad infinitum, que os epicuristas enten-
diam que contrariavam a sua teoria das unidades minimas
da matéria®. Se a matéria é constituida por particulas mini-
mas indivisiveis, a geometria euclidiana é talvez interessante
do ponto de vista conceptual, mas nao é verdadeira, no sen-
tido em que ndo exprime factos compativeis com o mundo,
mas antes conflituosos com a experiéncia (agora podemos
compreender melhor a alusao feita por Proclo a forma como
se processa 0 movimento, mais acima). Este é um ponto fun-
damental para compreender a histdria do burro contada ante-
riormente. Os epicuristas aceitam como verdadeiras algumas
verdades matematicas, mas nao todas; apenas aquelas sobre
as quais nao restam duvidas de que sdo compativeis com a
realidade fisica. O teste do burro é apenas uma maneira de
salientar a veracidade de um facto matematico, resultante da

sua adequagao aos dados da experiéncia e da realidade.

Explicada a razao de ser da sua forma de expressao,
vejamos agora o que os pode ter levado a realcar o caracter
evidente do referido teorema.

A péaginas tantas do seu comentdrio, Proclo apresenta um
argumento que pretende refutar a tese de que duas rectas
cortadas por uma terceira se intersectam quando os angulos
internos do mesmo lado da secante sao menores do que dois
angulos rectos (0 que equivale a contradizer o famoso pos-
tulado quinto dos “Elementos”). O argumento € o seguinte
(ver fig. 1) . Tracem-se duas semi-rectas AB e CD a partir dos
extremos de um segmento de recta AC (e para o mesmo lado
do segmento), de maneira a que os angulos interiores que se
formam sejam menores do que dois angulos rectos. Bissecte-
se AC em E; tome-se em AB uma distancia AF=AE e em CD
uma distancia CG=EC.

\B

/D
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Figura 1: Uma refutacdo (epicurista?) do postulado quinto

dos "“Elementos”.

E claro que AF e CG néo se encontram em qualquer ponto
de FG, “porque se se encontrassem, dois lados de um trian-
gulo tomados em conjunto seriam iguais ao terceiro”, o que
¢é impossivel. Novamente, trace-se a recta FG; bissecte-se em
H e tomem-se distancias iguais em AB e CD, de tal forma que
FH=FK e HG=GL. Chega-se a mesma conclusdo; o argumento
pretende que caso se prolongue o processo indefinidamente,
fica provado que as rectas AB e CD nao se intersectam, o que
contradiz o postulado quinto.

Todos os ingredientes da visdo antigeométrica epicurista
estao presentes. O raciocinio envolve paradoxos relacionados

com o infinito que ecoam de alguma forma os famosos para-
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doxos de Zenao (como o da lebre e da tartaruga, no caso de
os angulos internos do mesmo lado da secante serem iguais),
mas esta dirigido muito peculiarmente contra a geometria
euclidiana, alicercada como estd no postulado quinto. Mas
para este argumento (que utiliza a geometria contra ela pro-
pria) funcionar, precisa de admitir como verdade incontro-
versa um facto matematico muito preciso: o de que quaisquer
dois lados de um tridngulo sdo maiores do que o terceiro. Os
epicuristas precisam de justificar porque é que este teorema
em particular é verdadeiro e para isso realgam a sua total evi-
déncia. Estamos em condic¢des de expandir um pouco mais
o raciocinio epicurista: a geometria euclidiana prova coisas
desnecessarias de forma elaborada (Euclides demora vinte
proposi¢des a demonstrar que quaisquer dois lados de um
triangulo sdo maiores do que o terceiro), ao passo que de-
monstra ou assume factos (durante muito tempo hesitou-se
entre considerar o postulado quinto no nimero dos postula-
dos ou no dos teoremas) que sao falsos.

Hoje a falacia é evidente: o processo ¢, de facto, infinito,
mas tal ndo impede as linhas de se encontrarem numa dis-
tancia finita. Contudo, também sabemos hoje que, apesar de
o argumento ser falacioso, ha formas de geometria em que a
conclusdo a que chega esta certa; ou seja, ha formas de geo-
metria em que o postulado quinto é, de facto, falso. Ou seja,
o argumento, apesar de falacioso, é interessante e a conclu-
sao a que pretende chegar verifica-se de facto, pelo menos em
determinadas condigoes.

E claro que no precisamos de tanta sofisticacio para con-
ferirmos um significado ndo anedético a critica epicurista.
Basta constatarmos que muitos manuais de geometria pre-
ferem um raciocinio mais simples para chegar ao teorema
acerca dos lados de um triangulo, por motivos pedagdgicos.
Um exemplo esta no velhinho e bem conhecido manual de

Anténio Nascimento Palma Fernandes®:
Teorema: Num tridngulo, qualquer lado é menor do que a soma
dos outros dois.
Hipétese: Dado o triangulo ABC.
Tese: AB<BCHAC; AC<AB+BC BC<AB+AC

Demonstragio: Este teorema € consequéncia imediata do pos-
tulado "O segmento de recta € a linha mais curta que se pode

tragar unindo dois pontos'.

O postulado que o excerto refere encontra-se explicado
previamente na mesma obra (p. 19), ai sendo indicado como

exemplo de axioma:

No estudo que vamos fazer aparecem certas proposi¢des que
se admitem sem justificacdo e que tém muita importancia;
tais proposicdes tm o nome de axiomas. Como exemplos de
axiomas geométricos, temos:

a) O segmento de recta € a linha mais curta que se pode tracar

unindo dois pontos.

A solucao nao é de todo disparatada. Ela nao s6 é econémi-
ca e clara, como se baseia num axioma de formulagao quase
idéntica a outro que o préprio Arquimedes incluia no ntime-
ro dos principios (“a linha recta é a mais curta de todas as
linhas que possuem as mesmas extremidades”, em “Sobre a
Esfera e o Cilindro 17, no inicio). O préprio Proclo tenta assi-
milar a definicdo euclidiana de “linha recta” a de Arquime-
des. “O intervalo”, diz ele, “entre dois pontos quaisquer € o
comprimento da linha recta que estes pontos definem, e isto
¢ que significa ‘[uma linha recta é uma linha que] esta posta
ao mesmo nivel em relacdo a todos os pontos que estao nela™.
De seguida, conclui: “Portanto [a defini¢do euclidiana] esta
de acordo com a nogao comum de que aqueles que avangam
em linha recta percorrem apenas a distancia que precisam
de percorrer, como se diz, enquanto aqueles que nao avan-

¢am em linha recta andam mais do que é necessario” °. Nesta

® Epicuro morreu em 270 a.C. e Polieno, um pouco antes dele. As Unicas
informagdes a seu respeito encontram-se em Didgenes Laércio (“Vita Phi-
losophorum’ 10.25) e Cicero (*Académica” 2.106 e "De Finibus” 1.20).

¢ O conceito de incomensurabilidade aplica-se, por exemplo, & diagonal do
quadrado; a demonstracdo deste facto recua ao tempo dos pitagdricos e
encontra-se na proposicao |17 do livro décimo dos “Elementos” (embora
af tenha sido provavelmente interpolada); o conceito de divisao ad infinitum
surge, por exemplo, quando se aplica o postulado |, que assume a possibi-
lidade de se tracar uma recta entre qualquer par de pontos, e a proposi¢ao
que ensina a bissectar uma recta (“Elementos” 1.10). As unidades minimas
dos epicuristas ndo sdo os dtomos, mas entidades submdiltiplas dos dtomos
(estas sim, indivisiveis).

7 Veja-se Morrow, 1992, pp. 289 e ss. Proclo ndo indica o(s) autor(es) do
argumento, mas, seja pelo contexto em que € referido, seja pelo seu conteu-
do, parece, sem duvida, de origem epicurista, como foi sugerido por Michael
White (“What to Say to a Geometer”, Greek, Roman and Byzantine Studies
30.2, 1989, pp. 297-311).

8 Cito a partir de: "Elementos de Geometria”, Lisboa, 1962, p. 61.

? Veja-se Morrow, 1992, pp. 88-89. A definicdo de linha recta atribuida a
Euclides corresponde a “Elementos 1", def. 4.

O ASNO, O TRIANGULO E UMA ANTIGA REFUTAGAO DO POSTULADO QUINTOS DOS “ELEMENTOS” « Bernardo Mota 29



proposta, o teorema surge como um principio ou, no minimo,
como uma “consequéncia imediata” de um principio (Proclo
chega a aludir ao resultado por meio da expressao “nogao co-
mum”). Ora, aquilo que se toma como principio ndo constitui
matéria de demonstracao, o que pode ser utilizado contra os
“Elementos”. Esta acaba por ser uma segunda implicacao da
critica epicurista, estivessem os membros da escola conscien-
tes dela ou ndo. Robert Simson compreendeu-o muito bem e
procurou eliminar a dificuldade, defendendo que o niimero
de axiomas nao deve ser alargado sem necessidade . O argu-
mento epicurista assim expandido acaba por chamar a atengao
para as aporias envolvidas na determinagao do que deve ser
considerado (ou nao) matéria de demonstragao em geometria.

O que nos leva a concluir com uma terceira nota curiosa a
proposito do teorema (sempre levando em conta a objecgao
epicurista), relacionada com o seu papel nos “Elementos”. Eu-
clides ensina a construir um triangulo a partir de trés linhas
rectas iguais a outras trés linhas rectas dadas em “Elemen-
tos” 1.22. Sucede que a construgao sé é possivel se se atender
aquela importante restrigao: é necessario que quaisquer duas
das rectas dadas, consideradas em conjunto, sejam maiores
do que a terceira. Por esta razao, a restricao nao so é introdu-
zida no enunciado do problema, sob a forma de um diorismos
(ou seja, de uma indicagao explicita sobre as condi¢des de
possibilidade), mas também é demonstrada anteriormente,
na proposicao vigésima do mesmo livro.

No entanto, foi muitas vezes atribuido ao teorema acerca
dos lados do triangulo um outro papel, muito mais subtil,
na proposicao 1.22. Para o compreender, temos de apresentar
resumidamente esta proposicao (ver fig. 2). Na semi-recta DE
sejam postos consecutivamente os segmentos de recta DF,
FG e GH iguais a trés segmentos de recta dados A, B e C, com
que se quer construir um tridngulo. Trace-se o circulo DKL,
com centro em F e raio FD; de novo, trace-se o circulo KLH,
com centro em G e raio GH. Ora, no triangulo construido
FGK, o lado FK é igual a FD (raios do mesmo circulo), que
por sua vez ¢ igual ao segmento de recta A; o lado GK ¢ igual
a GH (raios do mesmo circulo), que por sua vez é igual ao
segmento de recta C; o segmento restante FG foi desde inicio
tragado igual ao segmento B. Construiu-se, pois, um trian-
gulo a partir de trés segmentos de recta iguais a outros trés

segmentos de recta dados.

A
B
C

Figura 2: “Elementos” 1.22.

O problema é que nado ha proposi¢ao ou axioma nos “Ele-
mentos” que justifique a intersecgao dos circulos no ponto K.
A falha foi reconhecida ja na Antiguidade, pois Proclo fala
dela como uma das objec¢des normalmente langadas contra a
proposta euclidiana. Muitos comentadores, no entanto, acei-
tam como explicacao satisfatoria precisamente o nosso teore-
ma [.20 '. Como diz Robert Simson:

Quem ¢ tdo obtuso, apesar de estar apenas a iniciar o estudo

dos "Elementos”, a ponto de ndo perceber que o circulo descri-

to com centro em F e raio FD tem de intersectar FH entre F e

H, porque FD é menor do que FH; e que, pela mesma razdo, o

circulo descrito com centro G e raio GH tem de intersectar DG

entre D e G; e que estes circulos tém de se intersectar um ao

outro, porque FD e GH em conjunto sdo maiores do que FG? 12

Esta é, portanto, para muitos, a segunda funcao do teore-
ma 1.20: assegurar a explicagao para o facto de que os circulos
construidos em [.22 se intersectam.

O que nenhum dos comentadores refere, ocupados que
estdo em atacar os caluniadores de Euclides, é que a primei-
rissima proposicao do primeiro livro dos “Elementos” ensina
a construir um tridngulo equilatero e nao é sendo um caso
particular de 1.22. Eis como procede (fig. 3). Na recta AB, com
centro em A e raio AB, descreve-se o circulo BCD; com cen-
tro em B e raio BA, descreve-se o circulo ACE; e do ponto
C, “no qual os circulos se cortam um ao outro”, até aos pon-

tos A e B, tracam-se as rectas CA e CB. Ora, AC=AB (raios do
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mesmo circulo); BC € igual a BA (raios do mesmo circulo)
e CA=CB (coisasiguais a uma terceira coisa saoiguais entre si);

portanto, o triangulo ABC é equilatero.

C

Figura 3: “Elementos” |.1.

Em ambas as proposi¢des (I.1 e 1.22) sdo desenhados
circulos cuja interseccdo se admite sem justificagdo. Ora,
o teorema vigésimo precede o vigésimo segundo e talvez ain-
da possa ser invocado como justificagao para o facto de que
os circulos se intersectam nesse teorema. Mas nao se pode
aplicar a mesma explicagao ao caso semelhante que ocorre na
primeira proposigao, caso contrario cairfamos num discurso
circular e tautolégico (a ndo ser que a admitissemos como
axioma, o que vem redundar em dar razao aos epicuristas).
Por outro lado, se admitimos que ela nao convence como jus-
tificagdo de que os circulos se intersectam em “Elementos”
L1, entdo é quase absurdo invocar a sua suposta evidéncia
para justificar a mesma interseccao em “Elementos” 1.22 °.

Estabelecer uma ordem de prioridade nas proposicdes e
definir claramente o que é matéria de demonstragao (ou nao)
sdo tarefas essenciais no ambito da construgao de um siste-
ma axiomatico. Neste sentido, ao realcar o caracter axiomati-
co de “Elementos” 1.20, a critica epicurista acaba por produ-
zir polémica sobre: a) a ordenagdo das proposicdes patente
nos “Elementos”; b) a razao de ser de alguns dos seus prin-
cipios fundamentais, como o postulado quinto; c) a necessi-
dade de algumas demonstragdes incluidas nos “Elementos”;
d) o conceito de “evidéncia” em matematica. A objec¢ao nao
é, pois, assim tdo disparatada, apesar de formulada numa

linguagem pouco cientifica.

No meio desta embrulhada, eu ndo impediria os epicuris-
tas de almogarem com o burro; afinal de contas, eles gosta-
vam de aproveitar a vida. No entanto, talvez tivesse algum in-

teresse em saber sobre o que conversariam durante a refeicao.
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