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Este artigo contém uma
apresentacao elementar

dos métodos matematicos
utilizados na modelacao

da cirurgia plastica e é
destinado a um leitor nao
preparado. A exposigao €

feita com énfase nos métodos
numeéricos e da a possibilidade
de conhecer um dos métodos
principais da fisica matematica
computacional, o método

dos elementos finitos,

algumas ideias da teoria

de aproximacao ligadas

ao método, o conceito intuitivo
de integral e os métodos directos

do calculo das variagoes.

1. INTRODUCAO

A cirurgia plastica é uma importante drea da medicina que
muitas vezes é erradamente identificada com a sua infima
parte conhecida como cirurgia estética, porque esta é muito
procurada pelas pessoas famosas para alterar o seu aspecto
(enchimento dos labios, implantes mamarios, lipoaspiragao,
etc.). Na realidade, a maior parte das cirurgias plasticas, tais

como cirurgia reconstrutiva, microcirurgia e tratamento de

queimaduras faz-se por indicagdo médica. Por exemplo, é
absolutamente normal quando do bloco operatdrio sai uma
equipa de oncdlogos e entra de seguida uma equipa de cirur-
gides plasticos. Outro exemplo € o caso da cirurgia de redu-
¢do mamaria, que é recomendada pelo médico a quem tem
problemas de coluna derivados do peso excessivo da mama.
Muitas destas operagdes implicam intervengdes substanciais
e requerem uma preparacao e uma planificacao cuidadosas.
Simular computacionalmente uma cirurgia plastica, ou seja,
desenvolver e usar modelos matematicos para a planificacao
pré-operatdria e para a avaliagdo pds-operatoria € um proble-
ma certamente de extrema importancia pelo impacto positivo
que tem neste campo da medicina, para melhor adequagao
dos procedimentos cirtirgicos aos casos individuais interven-
cionados e, consequentemente, para o aumento da qualidade
de vida dos pacientes.

Embora a modelagdo matematica da cirurgia plastica
tenha despertado a aten¢do de um nimero consideravel de
investigadores do mundo inteiro, o Problema Geral da Cirur-
gia Plastica (PGCP) foi introduzido hé relativamente pouco
tempo pelos autores deste artigo. Trata-se de um problema
de calculo variacional (uma parte da matemadtica que estu-
da minimos e maximos de funcdes definidas em espacos de
dimensao infinita) com condi¢des de contorno ndo-conven-
cionais, conhecidas como condi¢des de sutura. Estas condi-
¢oes, no caso do PGCP, modelam a sutura de tecidos e sdo
fundamentais para as simulacdes em cirurgia.

O objectivo deste artigo é dar uma apresentagao elemen-
tar do PGCP destinada a um leitor ndo preparado. No am-
bito desta apresentacdao vamos abordar o método numérico
conhecido como o Método dos Elementos Finitos (MEF), al-
gumas ideias da teoria de aproximagao, conceito intuitivo
de integral e os métodos directos do calculo das variagdes.
Os autores estao convencidos de que é mais facil explicar os
conceitos matematicos basicos expondo ideias dos métodos
numéricos, isto é, explicando como se calcula uma coisa ou
outra, do que apresentar uma teoria matematica formal. Por
isso, no artigo a énfase é dada aos métodos computacionais e,
para acompanhar os nossos raciocinios, nao é necessario um

vasto conhecimento matematico.
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2. PROBLEMA GERAL DA CIRURGIA PLASTICA

Para que a exposicao fique completa, incluimos também
a formulagao rigorosa do PGCP. Passemos a sua descrigao.
Do ponto de vista matematico, a deformagao dos tecidos é
descrita através da funcdo de deformagao f, que faz corres-
ponder a um ponto p do corpo ndao deformado B o ponto
f(p) do corpo deformado f(B). Os tecidos moles podem ser
modelados constitutivamente como um material hiperelas-
tico, ou seja, um material que satisfaz o axioma da termo-
dinamica de trabalho nao-negativo num processo fechado.
Neste modelo, a deformagdo é um minimizador da funcional
que representa a energia elastica armazenada durante a de-
formagao e a energia potencial gravitica do corpo. Designe-
mos por W a densidade de energia de deformacgao e porIla
energia potencial gravitica de um elemento do corpo. Entao
0s corpos elasticos na sua posi¢ao de equilibrio assumem a
configuracao f(B) que corresponde a energia total (de defor-

magao e potencial),
LW Fe)dp+ [ T (p)dp, 1)

minima. Aqui Vf é a matriz de Jacobi da aplicagao f, isto &, a
matriz cujos elementos sao as derivadas aﬂ/ap]-, i,j=1,2,3.
O corpo B, depois dos cortes feitos pelo cirurgido tem as

seguintes fronteiras (ver figura 1):

1.T é a parte em que o corpo esta fixo;
2.T,¢é a parte do corpo que esta exposta ao ar e que nao sofre

intervencao durante a cirurgia;

3.T3é constituida por duas partes da fronteira do corpo, resul-
tantes do corte feito pelo cirurgido e que serdo “costuradas”,
uma (I';) a outra (I'-). Chamamos g a aplicagao de identifica-
¢ao: um ponto p de T'; € unido ao ponto g(p)deI'-;

4.T4 é uma parte da fronteira que serd unida a uma superfi-
cia fixa, por exemplo, a um osso.

Assim, temos as condi¢des de contorno:

f(p)=p, pely, @)
f&P) =f(p), pels, 3)
¢(f(p)) =0, pely, (4)

eondel’y = {x| ¢(x) =0}.
Agora, conhecendo o PGCP na sua forma rigorosa, pas-
semos a uma apresentacao informal dos métodos que sao

utilizados para a sua resolucao.

3.METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos é baseado na ideia de que
um corpo eldstico de geometria complexa pode ser repre-
sentado (aproximadamente) como uma unido de corpos pe-
quenos de geometria simples (elementos). Por exemplo, em
dimensao 1, um grande segmento pode ser visto como uniao
de pequenos segmentos. Em dimensao 2, podemos conside-
rar que uma figura plana é formada por triangulos. Em di-
mensao 3, que um corpo é formado por tetraedros. A fungao

de deformacdo f considera-se como afim nestes elementos,

L=A(T,)

Figura I: Esquema das fronteiras do corpo eldstico
antes e depois da sutura.
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isto &, o seu grafico é a transla¢do de um pedago de um subes-
paco. A construcao desta funcao fbaseia-se na ideia da assim
dita parti¢do da unidade, que é fundamental para a teoria de

aproximagao.

3.1. Parti¢do da unidade

Expliquemos este conceito no caso de um conjunto de
dimensao 2. Consideremos uma representacao do corpo, B,
na forma de unido de triangulos: B = U tx. Cada 7 tem trés
vértices: Ua,, Vuy, Vas- Seja Vg um vértice. Designemos por Qg
o conjunto dos tridngulos 7, que tém vg como vértice (ver fi-
gura 2). Os conjuntos {)g formam uma cobertura de B. Con-
sideremos a fungao Yp definida assim: Yg(vg) = 1, é afim por
partes em (). Se p pertence a fronteira de ()4, ou esta fora de
Qp, entdo Yp(p) = 0. Estas fungdes formam uma particao da

unidade subordinada a cobertura {Q)g} g3, isto €

Yp(p) 20; ¥p(p)=0, p¢Qy

Y ¥p(p)=1, VpeB.
B

Qp

Figura 2: Funcao ‘}’/;(p).

A ultima igualdade é a consequéncia da observagao de
que a soma das fungdes ¥z € uma fungao afim que nos vérti-

ces dos triangulos toma valor 1.

3.2. Aproximacdo por fungées afins por partes
Para explicar a ideia fundamental do MEF e da teoria de apro-
ximagao de fungdes, consideremos o problema de aproxima-
¢do de uma fungdo Lipschitziana ¢(p),p € B por fungdes
continuas afins por partes. Recordemos que uma fungao é
Lipschitziana se o médulo da diferenca entre os valores desta
fungao é menor ou igual a distancia entre os pontos multi-
plicada por uma constante, (|¢(p1) — ¢(p2)| < L dist(py, p2)).

O diametro de () designa-se por diam(()p) e ¢ igual a

SUP, 1re0y dist(py1, p2). Consideremos a aproximacao:
¢(p) = %4’(?;3)‘1’;3(?),

onde pg € Q. (O grafico desta fungao ¢ uma superficie for-
mada por pedagos planos.) Vamos ver qual é diferenca entre
os valores de ¢ e ¢ num ponto. Utilizando as propriedades da

particao da unidade, obtemos

lp(p) - d(p)| = ‘4)(10) - %qb(pﬁ)‘%(p)‘

= lcp(p) %‘Yﬁ(p) - %4)(?5)%(?)‘

= lZﬁ:(¢(P)—¢(P5))‘Yﬁ(P)‘
< Lzﬁ:dist(p, pp)¥p(p) < Lzﬁ:diam(Qﬁ)‘I’ﬁ(p)

Lmﬁaxdiam(ﬂﬁ) > ¥p(p) = Lmﬁax diam(Qp).
p

Sejac = maxg diam(Q), entdo temos lp(p) - p(p)| < Lo
Daqui vemos que quando ¢, o didmetro maximo dos elemen-
tos da cobertura, tende para zero, a diferenga entre a fungao
e a sua aproximacgao ¢ tende para zero. O raciocinio que aca-
bamos de fazer é tao importante que esta presente (talvez de
uma forma um pouco diferente) em quase todos os teoremas

da teoria da aproximacao.
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Figura 3: Cobertura de B e parti¢cdo da unidade

no caso de dimensao 1.

Figura 4: Funcdo ¥y.

Figura 5: Como se constrdi a aproximagao de f.

v

3.3. MEF em dimenséo 1
No caso de dimensdao 1 os vértices vg = p; sdo pontos
a = po,...,pN = bdarecta que verificam a condigao py1 — px = A.
Os conjuntos B = [a,b], 75 = [Pk, Pre1] € Qp = [Pr_1, Pr+1] 530 seg-
mentos, e a correspondente particdo da unidade esta nas figuras
3e4.

Para aplicar o MEF em dimensao 1, é necessério representar a
funcao f como combinagao linear das fungdes ¥y com coeficientes

desconhecidos fi,
f(p) = fi¥e(p),

(ver figura 5). Como vimos anteriormente, uma classe bastante
larga de fungdes pode ser aproximada por funcdes deste tipo.
A classe sera tanto mais larga quanto mais geral for o conceito

da distancia entre a fungao e a sua aproximagao.

4. PGCP EM DIMENSAO 1

Para perceber o essencial deste artigo nado é necessario o conheci-
mento do conceito de integral que aparece na formulacao rigorosa
do PGCP. Basta ter uma ideia intuitiva do integral e saber como
se calcula.

No caso de dimenséo 1, a funcional (1) toma a forma

b , b
[ W edp+ [ TEp)ap ®)

e o conjunto B é um segmento [a, b], isto €, estamos a falar da
deformagdo de uma corda (por exemplo, de guitarra). O valor
da funcional (5), isto é, o integral, é necessario interpretar como

limite das somas

N-1

k;) W(fi¥1(p) + fis1¥raa (p)A

N-1
+ kZ H(fi¥k(p) + fr Ve (p))A, (6)
20

quando A tende para zero e NA = b-a. A funcdo mais sim-
ples, W, que garante a existéncia de uma solugdo do PGCP é
W(f) = %(f’)2 A funcao f(p) descreve o deslocamento de corda
no ponto p € [a,b]. Para simplificar, consideremos a =-1, b =1.
Na posi¢ao nao deformada, a corda é o segmento com extremos
(-1,8/2) e (1,8/2) (linha horizontal na figura 6). Na posi¢ao de-

formada, e devido a acgao da for¢a da gravidade, a corda adopta
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v

_ b —————

-1 0

Figura 6: Deformacdo da corda.

a posi¢ao de menor energia, que é uma parabola (ver figura 6).
Mostremos que a forma que a corda adopta é de facto uma para-

bola. A funcional (5) toma a forma

1

onde ¢ é a aceleragdo gravitica. Consideremos a condicdo de
sutura (condi¢ao 3 do PGCP): f(-1) = f(1). Esta condi¢do nao é
suficiente para garantir a existéncia da fun¢ao f que minimiza a
funcional (o infimo da funcional é —o0). Adicionemos a condigao
de unido a superficie fixa (condic¢do 4 do PGCP): f(0) = 0. Entao,

pelo MEF e usando (6), a funcional (7) aproxima-se por

N-1 _r\2 N-1
3 3 () avg 3 s ®
k=—N k

=N

com fo =0, f_ny = fN. A condigdo de minimo desta func¢do em rela-

cdoa f, parak # 0;+N ¢ obtida derivando (8) em ordem a f;:

—frs1 +2fk — fro
%Jrgzo, k+0,+N. (9)

Deste modo obtemos um sistema de equagdes para encon-
trar fi, k # 0,+N. E facil ver que (k+1)>=2k* + (k-1)% = 2,
portanto,
(ka)*
fi = flkmy = £
¢ a solugao do sistema (9). Passando ao limite quando A tende para

zero e NA =1, obtemos a parabola

2
_8p
f(p) = o

5. AREDUCAO MAMARIA

Agora, quando ja temos a ideia geral de como se mo-
dela uma cirurgia plastica, consideremos a intervencao
cirargica conhecida como redugao mamaria, que é re-
comendada as mulheres que tém problemas de coluna
derivados do peso excessivo da mama. Para a modelar
aplicamos o MEF criando uma malha tridimensional
que nos permite obter um modelo computacional rea-
lista da mama. A metodologia para modelar a reducao

mamaria baseia-se em dois passos principais:

1. A reconstrug¢do da mama no “estado neutro” e na
determinacao dos parametros elasticos do modelo.
2. A modelagdo da cirurgia e da subsequente recu-

peragao.

Entenda-se por “estado neutro” o estado em que to-
das as forgas (elasticas e de massa) sao nulas. A existén-
cia deste estado é uma hipdtese muito forte, e irrealista,
contudo absolutamente necessaria para a modelagao.
Os passos que seguimos para modelar a cirurgia de
redugdo mamaria sdo: a incisdo dos tecidos a remover;
a sutura dos tecidos; e a modelagao da recuperacao da
mama. Este tiltimo passo consiste em anular as tensdes
que possam actuar no tecido e obter o estado neutro
pos-ciruargico. Todos os passos descritos sao realizados
no estado neutro. Portanto, para representar a previsao
para a cirurgia em outros estados para além do estado
neutro, por exemplo quando a paciente estd de pé, te-
mos de aplicar for¢as de massa ao estado neutro previa-
mente obtido.

Uma das ideias-chave para este estudo é a determi-
nacao das propriedades elasticas baseando-nos na ob-
servacao da deformagdao da mama como funcao da sua
posicao. Atendendo a que a geometria da mama se mo-
difica de acordo com a posigao adoptada pela paciente,
foi desenvolvida a metodologia para determinar os pa-
rametros elasticos do modelo. Do ponto de vista mate-
matico, a determinacdo dos parametros consiste na mi-
nimizagdo da diferenga entre o que € observado e o que
€ modelado. Por outras palavras, tomamos um ntimero

finito e caracteristicas geométricas G(f(-,y)) que obte-
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mos como resultado da deformacao f(-,y), que depende de
um vector de pardmetros y na fungado W = W(Vf,y).O ponto
na notacao f (-, ¥) significa que se trata da fungdo p — f(p, ).

Para além de G, tomamos o vector G que é o resultado da

Figura 7: Modelagao da mama original — posicao vertical.

observagéo, por exemplo G = (Viin, Zmin) (ver figura 7). Para
reconstruir o vector de parametros correspondente, ¥, temos

de resolver o problema de minimizagao
dist(G,G(f(-,y))) — min. (10)

Usando esta metodologia conseguimos obter o modelo pré-
-operativo (ver figura 8b).

Antes da cirurgia de redugao mamaria o cirurgiao dese-
nha com um marcador, na pele da paciente, as linhas de inci-
sao. Com estas ¢ assinalado o reposicionamento do mamilo,
tal como mostra a figura 9a. Na figura 9b ilustra-se a partir
das linhas de incisdo quais serdo as partes cisadas que serao
unidas uma a outra. A figura 9c mostra que outra das super-
ficies resultantes da incisdo é unida ao tronco. O resultado
da cirurgia é a solugdo do PGCPF, onde B é a mama incisada.
A sua forma é determinada pelos parametros a e I (angulo
de incisao e distancia do ponto D ao tronco, ver figuras 10 e
11). Baseando-nos nas linhas de incisdo marcadas (ver figura

8a), consideramos que a mama tem um plano de simetria.

E aquele que passa perpendicularmente ao tronco atraves-
sando o mamilo, dividindo a mama em duas partes iguais.
Entao, no estado neutro, imaginamos que a mama é uma por-
¢ao de esfera com raio da base R e altura H (ver figura 10).
Para a modelagdo da cirurgia de redugao mamaria realiza-
mos apenas as experiéncias para metade da mama, devido a
simetria (ver figura 8b). Além disso, ndo tomamos em consi-
deragdo o pediculo do mamilo (ver figura 9a). Na figura 10,
vemos o esquema de marcagao da cirurgia de meia mama.
Para estabelecer os planos de incisao ABD e BCD, estabele-
cem-se as posigdes dos pontos desde A a D, usando as medi-
das s (distancia do ponto A ao centro da mama), d (distancia
do ponto C ao meio do plano horizontal da mama), a e h.
Aplicando diferentes tipos de incisdes, alterando os para-
metros & e a, obtemos geometrias finais distintas (ver figura
12). Como é demonstrado na figura 13, resolvendo este pro-

blema podemos modelar com bastante precisao a forma da

mama depois da cirurgia.

) a V b

Figura 8: Marcas das linhas de incisdao e modelo pré-operativo da mama.

Figura 9: Esquema de incisdo dos tecidos.
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Figura 10: Esquema de incisdo dos tecidos, dependendo dos parametros
deincisdoa, h e d.

Figura 12: Resultados da cirurgia fazendo variar
os parametros a e h.

&= 4

Figura I3: Modelo da mama obtido antes da cirurgia e com-
paragdo com a geometria final da mama depois da cirurgia.

{

Figura 11: Angulo a e ponto D.

6. CONSIDERAGCOES FINAIS

O modelo desenvolvido permite-nos simular diferentes resulta-
dos da redugdo mamaria dependendo dos diferentes padrdes de
incisdo. Mais especificamente, dependendo do valor do angulo
a e do valor da distancia / aplicados na marcagao pré-operativa,
é possivel prever a geometria final da mama, possibilitando-nos
optimizar o resultado da cirurgia. No caso mostrado (figura 8),
assumimos 6.8 para o parametro h e 45 graus para o parametro
a, obtendo a forma da mama mostrada na figura 13. Essa figura
da a possibilidade de comparar o resultado da modelagao com o
caso clinico real.

A redugao mamaria é uma area cirtirgica complexa e os cirur-
gides menos experientes podem enfrentar sérias dificuldades no
processo de estimacgao e analise dos resultados da cirurgia. A apli-
cagao de métodos computacionais possibilita a simulacao da redu-
¢ao mamaria com resultados plausiveis, e, além do planeamento
pré-operatdrio, os simuladores deste tipo podem ser muito tteis
para o treino dos jovens cirurgioes.

A historia da cirurgia plastica pode ser conhecida através do
livro [4]. O leitor interessado em conhecer a histdéria do Calculo
da Variagdes (CV) e alguns métodos elementares de resolucao do
problema do CV baseados nas ideias fisicas pode consultar o livro
[6]. O leitor mais preparado pode ler o livro [5]. Como uma in-
trodugao aos métodos numéricos da fisica matematica podemos
recomendar o livro [3].

Este artigo é uma apresentacao mais acessivel dos trabalhos
[1, 7, 8, 2] que os autores desenvolveram em colaboragao com os
cirurgides plasticos do Centro Hospitalar de Vila Nova de Gaia,
Prof. Horacio Costa e Dra. Augusta Cardoso, e a quem mostram
todo o seu aprego pela disponibilidade que lhes dedicaram. Um
agradecimento a Alessandro Margheri, a Isabel Rodrigues e a

Tatiana Tchemisova pelos comentarios e sugestoes.
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