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Na deducao da
formula do volume
de um prisma, a
dificuldade esta
em provar que
dois prismas com
bases de igual

area e alturas
correspondentes
iguais tém o mesmo
volume. Cavalieri,
aluno de Galileu,
resolveu-a
cortando-os

em fatias.

AREAS E VOLUMES

Se um aluno do ensino basico ou secundario, ou alguém
com preparagdo equivalente, perguntar como se justifica
que uma certa férmula permita calcular a 4rea de uma deter-
minada figura plana ou o volume de um sélido, como respon-
der? Claro que ndo se pode confundir a resposta, seja ela qual
for, com uma demonstragao, como a entendem os matemati-
cos. Desde logo, porque seria necessario, para se poder proce-
der a uma demonstragdo, dispor de uma defini¢do precisa de
area ou de volume e essas nogdes requerem cuidados que nao
sdo acessiveis a esse nivel. Mas ¢ possivel e desejavel dar uma
justificagdo, entendida como uma dedugdo a partir de outras
propriedades basicas da nogdo de area e de volume, que fa-
cilmente serdo aceites «intuitivamente» sem demonstragéo.
Por exemplo, se se descrever um método que torne plausivel
a férmula, nada evidente a priori, que d4 o volume de uma
esfera’, isso € positivo, mesmo que esse método invoque sem
demonstragdo algumas propriedades basicas e «intuitivas»
das nogdes de area e volume.

Neste texto, exploram-se algumas propriedades que se re-
velam tteis em «justificagdes» entendidas no sentido acima
descrito. As figuras sdo extraidas de contetidos interactivos
desenvolvidos pelo Atractor para o efeito.

NOCOES BASICAS

Partindo de um quadrado de lado unitario, ao qual atribui-
mos area 1, e subdividindo o lado em n segmentos de igual
comprimento, definimos uma grelha que se estende a todo o
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plano. Para qualquer reunido finita de k tais pequenos quadra-
dos, a sua area define-se sem problemas: é k/n’. A imagem se-
guinte sugere como se pode estender a nogao de area a outros
conjuntos do plano, por forma que sempre que um conjunto
esta contido noutro (ambos com area) a area do primeiro seja
menor ou igual a do segundo.

Considerado o conjunto da esquerda nessa imagem e fixa-
da uma grelha por subdivisdao de um quadrado de lado uni-
tario e por prolongamento ao plano, seguem-se: a amarelo,
a reunido minima de pequenos quadrados dessa grelha que
contém o conjunto; a verde, a reunido dos pequenos quadra-
dos nele contidos; a seguir ambas as reunides conjuntamente;
e depois, o conjunto da diferenga dos dois anteriores; final-
mente, a tltima figura (da direita) representa o mesmo que
a precedente, mas para uma grelha (quatro vezes) mais fina.

Queremos, naturalmente, que a area (a definir) esteja com-
preendida entre as areas, ja conhecidas, da segunda e da ter-
ceira figuras, respectivamente a amarelo e a verde. Isto, para
todas as grelhas, por mais finas que sejam. Ora, se, como pa-
rece neste caso — e realmente sucede —, as areas representadas
nas duas ultimas figuras puderem ser tornadas tdo pequenas
quanto se quiser, apenas pela consideragdo de grelhas sufi-
cientemente finas, sé haverd um ntimero entre todos os as-
sociados aos conjuntos amarelos contendo a figura e todos
os associados aos conjuntos verdes contidos na figura. Esse
nimero ¢ a area da figura inicial.

Como ¢é que varia a area de um conjunto, quando se lhe
aplica uma transformagdo do plano? Algumas transformagdes
ndo alteram a area: é o caso das isometrias (que conservam
distancias), em particular das rotagdes, das translagoes e das
reflexdes. Outras alteram-na: por exemplo, uma homotetia de
razdo k conduz a uma figura cuja area é k? vezes a 4rea da figu-
ra inicial. Olhando para as figuras anteriores, esta proprieda-
de € clara para os conjuntos que sdo reunides de quadrados da
grelha e isso implica que também seja vélida para os outros.

H4é outra propriedade que importa destacar: dadas duas
regides planas limitadas? tais que qualquer recta horizontal
as intersecta segundo segmentos com o mesmo comprimento,

entdo as duas regides tém a mesma area. Em particular, uma
transformacgdo que consista em «empurrar» uma regido com
uma curva, como indicado nas imagens seguintes, conserva

a area:

Nos trés primeiros pares comega-se com um rectangulo,

que ¢ «empurrado» da esquerda, por um segmento inclinado
no primeiro caso e por uma sinuséide vertical nos outros dois.
No tltimo grupo, a figura da esquerda nao ¢ seccionada pelas
rectas horizontais segundo segmentos de largura constante,
mas, a cada nivel, o comprimento da secgdo é o mesmo na
primeira figura e na segunda. Em todos os quatro pares, as
areas das duas figuras sdo as mesmas.

Para o volume de um objecto no espago, sdo pertinentes
consideragdes anélogas as feitas para a area, uma vez adapta-

! Foi alids uma pergunta de um aluno do 6° ano do Bdsico sobre a razio de ser
de tal férmula, que esteve na origem deste trabalho do Atractor.
2 Estamos a supor que essas regides tém dreas.
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das a nova situagdo. Limitamo-nos a enunciar a adaptagdo da
altima propriedade descrita para a area: dados dois conjuntos
limitados no espago’, tais que qualquer plano horizontal os in-
tersecta segundo regides planas com a mesma area, entdo os
dois conjuntos tém o mesmo volume. Referindo-nos a figura
acima, nos dois primeiros prismas, ndo sé as areas das secgdes
ao mesmo nivel sdo iguais, como essas areas ndo dependem
da altura do plano de corte. J4 0 mesmo ndo sucede com as
duas outras figuras: cada plano horizontal corta figuras com a
mesma area (um quadrado e um circulo), mas essa area ¢ vari-
avel com a altura do plano. Em ambos os casos, a conclusdo ¢ a
mesma: os dois prismas tém o mesmo volume e os dois outros
s6lidos tém os dois 0 mesmo volume.

Das propriedades indicadas decorre imediatamente que,
para que quaisquer dois prismas ou cilindros de mesma altu-
ra, rectos ou inclinados, tenham o mesmo volume, basta que
as bases, independentemente da forma que tiverem, tenham a
mesma area. Um argumento muito simples permite concluir
que, também para piramides e cones da mesma altura, o vo-
lume é idéntico, se as &reas das bases forem idénticas. Basta
notar que todas as secgdes por planos paralelos a base sao
figuras homotéticas das bases, com uma razdo de homotetia
que s6 depende da altura do plano de corte. Portanto, se as
bases de duas piramides (ou cones) tém a mesma darea, tam-
bém as secgdes tém as duas a mesma area, qualquer que seja a
altura do plano de corte. Portanto, o volume de qualquer cone
ou pirdmide s6 depende da area da base e da altura e, para o

calcular, basta fazé-lo para uma pirdmide em particular, por
exemplo, uma pirdmide de base triangular. A figura abaixo
mostra varios sélidos com mesma altura: as dreas das bases
dos sélidos sdo iguais, portanto as secgdes representadas, que
estdo a mesma altura, também tém entre si a mesma area, pelo
que os volumes dos diferentes sélidos também sdo idénticos.

Vejamos agora como deteminar o volume de uma piramide
de base triangular qualquer. Na figura da direita partimos de
uma piramide (1), juntamos-lhe outra (2) com trés vértices co-
muns a anterior® e o outro vértice na intersecgdo de paralelas a
duas arestas da face mais proxima do observador na piramide
dada (1). A imagem seguinte (3) mostra, de outro ponto de
vista, as duas piramides, seccionadas por um plano paralelo
as (novas) bases. Essas bases tém a mesma area, pelo que as
duas piramides - a dada e a nova - tém o mesmo volume. Um
processo idéntico ao anterior permite colar sobre a face mais
proxima da segunda pirdmide (em 3) uma terceira piramide,
com volume igual ao da segunda (4 e 5). As duas tltimas ima-
gens (6 e 7) mostram o prisma triangular obtido a partir da
reunido das trés piramides. Como elas tém todas o mesmo vo-
lume, concluimos que o volume da piramide inicial ¢ um tergo
do volume de um prisma com a mesma base e a mesma altura,
pelo que o mesmo sucede para qualquer piramide ou cone (ou
dupla pirdmide ou duplo cone).

Num préximo texto veremos como proceder para determi-

narmos o volume da esfera.

06 GAZETA DE MATEMATICA » |64




spm

SOCIEDADE ORTUGUESA DE MATEMATICA

tardes

de s

maftematica

. O baralho de cartas
e a Matematica

Sociedade Portuguesa de Matem
* Supomos também que esses conjuntos t&m volume. 217 939 785 | WWW.Spm.p . ‘ ( :

*Na figura, para melhor visibilidade, algumas pirdmides estio representadas
um pouco afastadas.
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A INFORMALIDADE
DA LOGICA FORMAL

Raymond Smullyan é bem conhecido por ser um légico e filésofo eminente.
A sua obra mais popularizada, contudo, pertence a matematica recreativa.
Nesta area sdo de leitura obrigatoria “The Lady and the Tiger”(Dover, 2009),
focado em puzzles 16gicos, e “The Chess Mysteries of the Arabian Knights”
(Oxford, 1992), um tratado de analise retrégrada em problemas de xadrez,
para citar somente duas das suas muitas obras.

mais recente publicagio de Raymond Smullyan,

“Logical Labyrinths” (AK Peters, 2009), ¢é utilizada em
Harvard num curso semestral de Légica, contudo Smullyan
continua a utilizar os puzzles como fio condutor e motiva-
dor da narrativa cientifica. O rigor e a profundidade da obra
ndo saem diminuidos desta associagdo, antes colaboram na
produgdo de um texto divertido e motivador que, partindo
da informalidade de um quebra-cabegas, atinge toda a for-
malidade de légica de primeira ordem.

A acgdo desenrola-se de inicio na ja habitual ilha dos seres
de dois tipos, os Verdadeiros, que falam sempre verdade, e os
Falsos, que sempre mentem.

Os primeiros quebra-cabegas sdo classicos. Vejamos dois
exemplos.

1. No dia da sua chegada a ilha, o visitante Abercrombie
encontra trés habitantes: A, B e C. Pergunta a A: “Vocé ¢
Verdadeiro ou Falso?”, mas ndo ouve a resposta. Diz o B:
“Ele disse que ¢ um Falso”, mas C acrescentou: “Nao acredite
em B, estd a mentir”. O que é que se pode concluir sobre C?
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