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Investigadores de visdao de computador, geofisicos, fisicos, matematicos

e engenheiros electrotécnicos trabalhando em processamento de sinal

criaram as diversas componentes de uma ferramenta que hoje é largamen-

te utilizada no processamento de dados.

Muitas vezes € ttil ter uma representagéo de uma fungio que
saliente caracteristicas que néo se evidenciam quando conhe-
cemos apenas o valor da fungdo em cada um dos seus pontos.
Uma dessas caracteristicas é o “peso” de uma dada
frequéncia na fungdo: pretende-se com isto saber “quanto a
fungdo oscila a uma dada frequéncia”.
No que se segue, uma fungdo serd um dos dois objectos

seguintes:

¢ Uma fungdo real, f(x), definida no intervalo [0, T]
Diremos que este é o objecto continuo, embora a funcéo

considerada ndo seja necessariamente continua.

* A versdo discreta do objecto anterior serd um vector de
n nimeros reais (Y1,Y2, - ,Yn ). Este vector podera repre-
sentar, por exemplo, os valores da fungao f(x), nos pontos
(x1,x2,-++,x3), do intervalo [0, T} As funcBes conside-
radas serdo objectos deste segundo tipo quando estiver-
mos a trabalhar com dados reais: registos sismicos, sinais

biomédicos, sinais sonoros ...

Representaremos por c¢(f,g) a correlagio entre duas
funcdes f e ¢ No caso discreto, com f = (y1,¥2, - yn) e

g = (wy,wy, -+, Wy) tem-se

n
o(f,8) = Y yiw;
i

e, no caso continuo,
T

clfg) = [ F)g(x) d.
Quando as duas fun¢des estdo normalizadas (média zero e
variancia 1), ¢(f, §) pode ser considerada uma medida da se-
melhanca da forma do grafico das duas fungGes.

A Andlise de Fourier mede o peso de uma frequéncia, 6, na
funcdo f, efectuando a correlagdo entre a fungdo f e uma sinu-
séide (um seno ou coseno) de frequéncia . As fungSes fe a si-
nusdide considerada podem estar ‘desfazadas’ e isso afectard
o valor da correlacdo obtida. Em vez de se procurar a sinusdi-
de que esta mais ‘em fase” com f, basta calcular as correlacdes
com o seno e o coseno correspondentes a frequéncia 6 e tomar
a raiz quadrada da soma dos quadrados destas correlagGes.

Por vezes estamos interessados em conhecer nao apenas
quanto uma fungao oscila a uma dada frequéncia, mas tam-
bém em que partes do seu dominio ela oscila a essa frequén-
cia. Uma analogia que se costuma utilizar consiste em néo
estar apenas interessado em saber quantas vezes é tocada
uma determinada nota musical, numa sinfonia, mas também
saber em que momentos essa nota musical é ouvida, durante
a sinfonia. E esta amotivacio parao surgimento das wavelets.

No entanto, existe um principio de incerteza: néo é possi-

vel obter simultaneamente uma resolugao absoluta no tempo
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(a nossa variavel x) e na frequéncia. O produto das vari-
ancias, de uma fungdo, no tempo e na frequéncia, é sempre
maior ou igual a uma constante estritamente positiva. Essa
constante é a mesma para qualquer funcdo, desde que nor-
malizada a sua escala. Uma wavelet serd uma fungéo que terd
a sua energia ‘centrada’ num dado instante e numa dada fre-
quéncia, mas a sua energia vai estar dispersa por um inter-

valo de tempo e por um leque de frequéncias.
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Figura 1: Sinuséide (cinzento) e a wavelet de Haar
com a mesma frequéncia central (vermelho).

Efectuando a correlacdo de uma funcdo f(X) com a wave-
let, (x), da figura, mediremos a presenca da gama de fre-
queéncias de ¢, na fungdo f, na vizinhanga de x =1. Para me-
dir a presenga da mesma gama de frequéncias noutro ponto
do dominio, X = j, usaremos uma translacdo de ¢, P(x — j).
A utilizagdo da fungdo ¢(x/2!),i € N em vez de §(x), per-
mitira detectar frequéncias da ordem da gama de frequéncias
de ¢, dividas por 2%, Assim a utilizagio de uma wavelet paraa
detecgdo de frequéncias esta associada a um factor de escala,
2!, Por esta razo quando se usam wavelets fala-se mais de
escalas do que de frequéncias.

No que se segue efectuaremos a transformada wavelet deuma
fungdo. Usaremos, pela sua simplicidade, a wavelet de Haar, mas
com outra wavelet o essencial ndo seria muito diferente.

Vamos identificar as nossas fung¢bes a um vector
(Y1, 92, ,¥8). A correspondentete wavelet de Haar é defini-
da por um vector com todas as entradas iguais a zero, excep-
to duas consecutivas em que a primeira é 1 e a segunda -1.

Para efectuar a transformada wavelet necessitaremos,
além da chamada wavelet ‘mae’, da fungdo de escala a ela as-
sociada. No caso da wavelet de Haar, a fungdo de escala sera
representada por um vector com todas as entradas iguais a

zero, excepto duas consecutivas iguais a 1. Como 8 = 23 ire-

mos considerar trés escalas no nosso exemplo.

Para concretizar, seja fo = (1,1,3,4,-1,2,7,0).

No primeiro passo, efectuaremos a correlagdo de fo
com as wavelets (1,—1,0,0,0,0,0,0), (0,0,1,-1,0,0,0,0),
(0,0,0,0,1,—1,0,0), (0,0,0,0,0,0,1, —1) e com as funcdes de
escala (1,1,0,0,0,0,0,0),(0,0,1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0,1,1,0,0)
e (0,0,0,0,0,0,1,1). O resultado serd guardado num vector
com a mesma dimensdo: f1 = (0,—1,-3,7,2,7,1,7). Os qua-
tro primeiros coeficientes correspondem a diferencas de pa-
res de elementos consecutivos e os tltimos quatro correspon-
dem a somas (médias, se fossem divididos por 2).

No segundo passo, alteraremos apenas os quatro tltimos
elementos do vector fi. Eles representam o vector inicial
f1, depois de multiplicado por 2, a uma escala mais peque-
na, 1/2. O vector (2,7,1,7) sera substituido pela correlacdo
com as wavelets (1,-1,0,0), (0,0,1,-1) e as funcdes de
escala (1,1,0,0) e (0,0,1,1). Desta forma obtemos o vector
fo=1(0,-1,-3,7,-5,-6,9,8).

Na escala 1/4 o vector inicial (depois de multiplicado por 4)
é representado por (9, 8). No terceiro passo, substituiremos
estas duas entradas do vector f, pela sua correlagdo com
a wavelet (1—~1) e a fungdo de escala (1,1), dando origem
ao vector fz = (0,—1,-3,7,—5,—6,1,17). Reparemos que
o ultimo coeficiente, depois de dividido por 23 é a média
do vector inicial f.

Todas as operagdes realizadas sdo reversiveis, pelo que pode-
mos recuperar o vector inicial a partir da sua transformada wavelet.

A representagdo wavelet obtida no exemplo anterior tem o
mesmo nimero de coeficientes da representacéo inicial: é uma
representagdo minimal. De facto, a representagdo foi obtida a
partir de uma familia minimal de wavelets, uma familia orto-
gonal. Este tipo de representacdo é usado, por exemplo, para
compressdo de dados: se ndo necessitassemos de todos os
detalhes de fo, poderiamos usar apenas os tiltimos quatro coe-
ficientes de f3 e comeles poderiamos reconstruir foaescala1/2.

Ha situagSes em que é melhor utilizar uma representa-
¢do redundante dos dados originais: é o caso se quisermos
uma representagao (quase) invariante por translagdo. Nesta
situagdo utilizaremos uma familia maior de wavelets, por
exemplo, considerando todas as transla¢des possiveis da
wavelet original. Muitas vezes € isto que se faz quando se pre-

tende localizar, num sinal, uma zona caracteristica.
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A quantidade de wavelets diferentes que existem estd
também associada as caracteristicas que se pretende obter
da representagao wavelet e do tipo de fung¢Ses (sinais) que se
pretende representar. Se se pretender uma representagdo em
que aos pontos de continuidade de uma fungdo corresponda
um namero pequeno de coeficientes da transformada wave-
let, de valor ndo desprezével, entdo a wavelet ‘méae’ terd tam-
bém de apresentar um certo grau de regularidade, o que ndo

acontece com a wavelet de Haar.

ERS B

01 4

o1 F 4

02 | 4

03 L L L L L
s} sC 100 150 200 250 s} 50 100 150 200 250

Figura 2: "Wavelet made’ Daubechies-10 (esq.)
e funcido de escala associada (dta.)

Em seguida apresentamos um exemplo de utilizagao
das wavelets em que se pretende eliminar uma perturbagao
correspondente a baixas frequéncias. Esta perturbagdo é
localizada no tempo, pelo que a Analise de Fourier classica
nao poderia ajudar.

Na Figura 3, esquerda, vé-se um electrocardiograma com
desvio da linha de base. Trata-se de uma interferéncia na aquisi-
¢do do sinal pretendido, o potencial eléctrico gerado no coragdo.
Usando apenas as 6 tiltimas (de 16) escalas, obtemos as compo-
nentes de baixas frequéncias do sinal adquirido que constituem
uma boa aproximagéo do desvio da linha de base (a vermelho).

Reconstruindo o sinal, depois de igualar a zero os coefi-
cientes das 6 tltimas escalas, conseguimos corrigir o desvio
dalinha de base (Figura 3, direita).

A utilizacdo de wavelets ndo se limita a fungdes de uma
varigvel. E vasto o conjunto de aplicagdes em dimensdes maio-
res, o sistema de codificagdo de imagem JPEG2000 é disso um
exemplo. Mas em dimensdes maiores s&o necessarias outras fa-

milias de fung¢des, por exemplo, para obter uma boa aproxima-

¢do, com um pequeno nimero de coeficientes ndo-nulos, para
imagens que tém contornos ao longo de linhas regulares [1].
Existe uma larga bibliografia sobre este assunto, por isso
faremos uma selec¢do, com base numa opgdo muito pessoal.
Para uma apresentagdo global do assunto sugere-se [2], para
uma introdugdo com maior énfase nos sinais discretos, [3], e
para uma apresentagdo feita por uma autora ndo matematica,
realizada com base em entrevistas aos diversos matematicos

envolvidos no surgimento das wavelets [4].
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Figura 3: Esquerda, electrocardiograma com desvio da linha
de base; Direita, correc¢do do desvio da linha de base.

REFERENCIAS

[1] E. Candés and D. Donoho. “New Tight Frames of Curve-
lets and Optimal Representations of Objects with Piecewise
C2 Singularities”. Comm. Pure Appl. Math., 57(2): pags. 219-
266, 2004.

[2] Mallat, “A Wavelet Tour of Signal Processing The Sparse
Way”, Academic Press, 2009.

[3] Gilbert Strang and Truong Nguyen, “Wavelets and Filter
Banks”, Wellesley Cambridge Press.

[4] Barbara Burke Hubbard, “The World According to Wave-
lets: the Story of a Mathematical Technique in the Making”,
A. K. Peters, Wellesley. Massachusetts.

SOBRE O AUTOR

Rui Rodrigues ¢ licenciado em Matemitica pela Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa e doutorado em Matemitica (equagdes diferen-
ciais) pela Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lis-
boa. E docente do Departamento de Matemdtica da FCT/UNL desde 1984.

O QUE E... * O que é uma Wavelet? 49




