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O Sol e a Lua vistos da Terra.
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obra maior do fisico inglés Isaac Newton intitula-se

“Principios Matemdticos de Filosofia Natural” (1687),

pois nela a matemdtica esta omnipresente. Surgiu ai
a expressdo matemadtica de forga da gravitagdo universal, uma
forga inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre
dois corpos, com qual se consegue descrever o movimento da
Lua em volta da Terra ou o movimento da Terra em volta do
Sol. Mas, embora o génio de Newton tivesse intuido a universa-
lidade da forca gravitacional (é com base nessa universalidade
que, por exemplo, simulamos hoje choques de galaxias num su-
percomputador), e embora as poderosas ferramentas do calculo
infinitesimal tivessem desde logo ficado disponiveis, muitos pro-
blemas da chamada “mecanica celeste”, o estudo do movimento
dos corpos celestes, ficaram em aberto. Desde logo o movimento
conjunto do Sol, da Terra e da Lua, um exemplo do chamado
“problema dos trés corpos”. Essa questdo tem desafiado os ma-
tematicos e os fisicos até a actualidade e estd, de certo modo, na
base da moderna teoria do caos. A aparente regularidade do mo-
vimento dos trés corpos esconde uma insuspeita complexidade,
que se manifesta quando se quer conhecer o futuro com precisao.

O poder da teoria newtoniana era enorme: ela conseguia des-
crever e explicar tanto a drbita aproximadamente circular da Lua
em torno da Terra como a érbita, também aproximadamente cir-
cular, da Terra em volta do Sol, com base apenas na formula da
forca e na indicagdo das condicSes iniciais, isto é, a posicdo e a ve-
locidade da Terra e da Lua. Cada um desses problemas diz-se um
“problema de dois corpos”. De facto, pode mostrar-se que esses
problemas de dois corpos se reduzem com facilidade ao proble-
ma de um s6 corpo: por exemplo, o sistema Terra-Sol pode ser
substituido pelo movimento de um astro com a massa reduzida
da Terrae do Sol (que é praticamente amassa da Terra, tal é a des-
proporgéo entre as duas) em torno do centro de massa (que coin-
cide praticamente com a centro do Sol, pela mesma razo). Na
mecanica de Newton, esse problema de um corpo tem solugdo
analitica, isto €, a equacéo diferencial de segunda ordem no tem-
po que descreve o movimento pode ser integrada para dar uma
fungdo conhecida, a fungéo que descreve uma 6rbita eliptica.

Os matematicos apreciam o maior grau de generalidade pos-
sivel, pelo que alguns preferem tratar, em vez do problema de
trés corpos, o problema de 1 corpos e depois fazer n = 3. Em ge-
ral, o problema de n corpos consiste na resolugao do seguinte

conjunto de equagdes diferenciais:

mim(qx — q;)

=1, o
i k= qj |

em quern;éamassa de cadaum dos corpos (particulas), q; sdo os
seus vectores posicionais (os dois pontos por cima de q; no pri-
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meiro membro significam segunda derivada em ordem ao tem-
po) e G é a constante de gravitagdo universal, uma vez dadas as
posicdes iniciais q;(0) e as velocidades iniciais q; (0) dos 1 corpos
G=1,..,n.

No entanto, o problema de trés corpos (Eq. (1) com n = 3),
que interagem por meio da forga de gravitagdo universal, cedo se
revelou muito mais complicado do que o problema de dois cor-
pos. Foi resistindo aos varios ataques que os sucessivos desen-
volvimentos do calculo infinitesimal foram permitindo. Métodos
habilidosos, que apesar do seu engenho conduziam a resultados
apenas aproximados, levaram a descri¢do dos movimentos dos
planetas do sistema solar tendo em conta ndo apenas a interac-
¢do com o astro-rei mas também as suas interac¢des reciprocas:
a coroa de gldria da mecanica de Newton foi, sem diivida, a des-
coberta do planeta Neptuno, efectuada apenas com “a ponta do
lapis”: os cdlculos, na altura somente manuais, necessarios para
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Simulagées do problema de trés corpos restrito.

(em cima: Simulagido no programa Kepler, gentilmente cedido
pelos autores; em baixo: Simulagio do fisico J. C. Sprott,
http:/isprott.physics.wisc.edu/chaos/3body.gif)



descrever a oOrbita conhecida do planeta Urano implicavam a
perturbagdo por um planeta entdo desconhecido, precisamente
Neptuno. O astrénomo alemao Johann Gallé que olhou pelo te-
lescépio em 1846 para o sitio que tinha sido indicado, indepen-
dentemente, pelo inglés John Adams e pelo francés Urbain Le
Verrier (ha alguma controvérsia sobre a primazia da descoberta),
limitou-se a confirmar a previséo tedrica.

O sucesso s6 foi possivel porque a perturbagdo planetaria era
pequena. Casos mais intrincados estavam longe de ser simples.
Um dos grandes herdeiros da mecanica de Newton, o matema-
tico suico Leonard Euler, mostrou em 1760 o seu génio ao pro-
por certas solugdes particulares para um modelo simplificado
do problema de trés corpos, chamado problema de trés corpos
restrito: nesse modelo, dois dos corpos, de maior massa, conside-
ram-se fixos e o terceiro corpo estd mével. O modelo, que admite
algumas solucBes analiticas, é, em boa verdade, um problema
de um corpo no campo criado por dois centros de forga. Apesar
de ser interessante do ponto de vista matematico (o matematico
francés Joseph-Louis Lagrange deu, logo a seguir a Euler, uma
outra importante contribui¢do), ndo tem correspondéncia fisica
exacta: é impossivel, na prética, “congelar” as posigdes e as velo-
cidades dos dois astros de maior massa, por estes estarem sujei-
tos a atrac¢do mutua.

O problema de trés corpos tornou-se foco das atengdes. Como
os grandes problemas atraem os maiores génios, ndo admira que
o grande matematico francés Henri Poincaré tenha, no final do
século XIX, trabalhado nele. Em 1887, respondeu a um concurso
do reino da Suécia e da Noruega que atribuia um prémio cho-
rudo por ocasido da comemoragdo dos 60 anos do rei Oscar IL.
Pedia-se uma resposta a questfio de encontrar uma solucdo na
forma de uma série convergente para o problema de trés corpos,
o que seria um importante passo para conhecer a estabilidade
a longo prazo do sistema solar. Poincaré ndo resolveu comple-
tamente o problema proposto, mas o seu trabalho sobre o pro-
blema de trés corpos restrito foi distinguido. Um dos membros
do juri, o matematico alemdo Karl Weierstrass, afirmou: “Este
trabalho ndo pode ser considerado realmente como fornecedor
da solugdo completa para a questdo proposta, mas o que de mais
importante tem esta publicagdo é que ela inaugura uma nova era
na historia da mecanica celeste.” Com efeito, Poincaré, ao embre-
nhar-se na complexidade do problema considerado, tornou-se,
sem ter consciéncia disso, o pai damoderna teoria do caos...

Vendo bem, ndo admira que o problema geral de trés cor-
pos néo tenha solugdo analitica. Os fisicos sabem que os pro-
blemas de mecénica podem simplificar-se quando ha quan-
tidades fisicas que se conservam. O problema gravitacional
de dois corpos reduz-se ao problema de um corpo e este tem
solucdo analitica gragas a conservagdo de um certo ndmero de

grandezas, como a posi¢do e o momento linear do centro de

massa, 0 momento an-
gular e a energia. E f4cil
verificar que o problema
geral de trés corpos tem
muito mais variaveis do
que grandezas que se
mantenham constantes:
provou-se um teorema
segundo o qual s6 ha
dez grandezas que se
conservam, as grande-
zas indicadas, ao passo
que o problema de trés
corpos no espago tridi-
mensional tem 3 x 3 x 2
= 18 varidveis. Hoje em
dia, depois do advento
dos modernos compu-
tadores, problemas sem

solugdo analitica tém

Henri Poincaré

solugdo numérica gragas
a técnicas de integracdo numérica. Dadas as forgas e as con-
digdes iniciais dos corpos em causa, podem conhecer-se todas
as trajectérias em qualquer momento. Dizemos que o sistema
¢é determinista, no sentido de que é possivel conhecer o futuro
a partir do passado: consegue-se calcular todas as 6rbitas dos
astros intervenientes a partir das suas posigdes e velocidades.
No entanto, tanto os fisicos como, principalmente, os matema-
ticos gostam de dispor de solugdes analiticas. Os métodos numé-
ricos sdo eficazes, mas o resultado ndo é mais do que uma longa
tabela de ntiimeros, que apesar de poderem representar-se sob a
forma gréfica, ndo fornecem necessariamente uma compreensio
geral da dindmica. E foi assim que o problema de n corpos, in-
cluindo o caso n = 3, continuou até aos nossos dias a ser objecto
de investigacdo dos que preferem teoremas e expressdes analiti-
cas a listas de niimeros ou desenhos de curvas. Os tratamentos
analiticos s3o dificultados por existirem na mecénica celeste as
chamadas singularidades, correspondentes a aproximages mui-
to grandes, choques mesmo, de dois corpos quaisquer, quando a
distancia é muito pequena e a for¢a gravitacional é, por isso, mui-
to alta. Um teorema notavel a respeito do problema gravitacional
de trés corpos foi provado em 1912 pelo matematico finlandés
Karl Sundman: ele mostrou que, excluindo as singularidades,
existe uma solugdo na forma de uma série de poténcias da raiz
ctibica do tempo, 173 série essa que é convergente para todos os
valores reais t. O problema geral acabou também por néo resistir
aos porfiados esfor¢os dos matematicos. Em 1991, o matematico
norte-americano de origem chinesa Qiudong Wang generalizou

o resultado de Sundman para valores arbitrarios de .
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Os métodos analiticos e numéricos sdo complementares,
ja que iluminam o problema de maneira diferente. No caso do
problema de n corpos, o cdlculo de numerosos termos de séries
(séries de convergéncia muito lenta) ndo é mais facil do que a
integragdo numérica directa, que hoje se faz trivialmente se se
dispuser de um computador pessoal e de um algoritmo adequa-
do (um dos algoritmos mais simples de integragdo de equagdes
diferenciais tem o nome de Euler: 0 método de Euler é dema-
siado grosseiro, mas uma sua modificagdo simples tem grande
valor pedagégico, dando resultados muito razoaveis).

O que é que revelaram os computadores, de uma maneira
muito mais clara e directa do que os métodos analiticos? Reve-
laram que o sistema de trés corpos celestes, apesar de ser deter-
minista (as equagdes sao bem conhecidas, ndo havendo nenhum
elemento de acaso), mostra um comportamento cadtico, no sen-
tido de que duas condi¢des iniciais muito proximas conduzem a
orbitas que se tornam rapidamente muito diferentes. A palavra
“caos”, que é de uso corrente, tem em fisica e matematica um
significado preciso: extrema sensibilidade as condi¢Ses iniciais,
quer dizer, divergéncia de solugbes inicialmente proximas. A
teoria do caos surgiu, muitos anos apés o caos ter sido entrevis-
to por Poincaré, quando, em 1963, um meteorologista do MIT,
o norte-americano Edward Lorenz, estudava numericamente as
solugdes de um problema de trés equagSes diferenciais néo line-
ares de primeira ordem que descreve um fluxo de uma camada
de fluido sujeita a um aquecimento por baixo. Néo foi sem sur-
presa que verificou que duas entradas de dados muito préximos
correspondiam a resultados que a prazo eram muito afastados.
O interesse pelo caos explodiu com a democratizagdo dos com-
putadores que se verificou no inicio dos anos 80 do século pas-
sado. Pode mesmo dizer-se que o novo instrumento possibilitou
o aparecimento de uma “ciéncia nova”. Abordagens numéricas
e analiticas fertilizaram-se mutuamente, seja em questdes de me-
teorologia (uma tempestade no Brasil pode ser provocada por
um bater de asas de uma borboleta na China, o chamado “efeito
borboleta”), seja em questdes de varios outros dominios. A des-
coberta do caos na mecanica celeste &, de certo modo, paradoxal:
pois ndo é a descri¢do do sistema solar que hoje possuimos um
triunfo dos métodos analiticos devidos a Newton e uma confir-
magdo da extraordindria capacidade de previsdo da fisica-mate-
miatica? Sim, mas, ha quase cinco mil milhdes de anos, no inicio
do sistema solar, este, em vez de essencialmente ordenado como
hoje, era cadtico e s6 uma “seleccdo natural” das drbitas “mais
aptas” levou a situacdo de ordem actual (e, ja agora, esse “darwi-
nismo cosmico” esteve na base da selecgdo natural que se seguiu
ao aparecimento da vida no terceiro planeta a contar do Sol). Os

choques cdsmicos levaram a perda de muitos corpos celestes. E,
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mesmo hoje, na posse de computadores sofisticados que permi-
tem calculos astrondmicos a muito longo prazo, sabemos que o
sistema solar exibe um comportamento cadtico. O fisico-mate-
miatico francés contemporaneo Jacques Laskar verificou mesmo
que, a longo prazo, a 6rbita do nosso planeta néo é tio estavel
COMO esperamos.

Pois 0s céus que eram, no tempo de Newton, o reino da or-
dem, sdo, no tempo de Laskar, o reino da desordem. Como que
a prova-lo aparecem inesperadamente asterdides, alguns dos
quais podem constituir um perigo para a Terra (ou, mais pro-
priamente, para a vida na Terra). Poincaré permanece actual,
pois alguns dos problemas que estudou continuam em aberto,
agora aligeirados por progressos substanciais de compreensao:
o matematico francés ndo conseguiu progredir mais apenas por-
que lhe faltava na época o computador digital. Hoje, esse é um
instrumento tdo importante para observar o céu como o telesco-
pio. O telescopio permite observar no céu o presente, ou melhor,
o passado, pois a luz, com velocidade constante, demora tempos
diferentes a vir de astros a distancias diferentes. Mas o compu-
tador permite “observar” tanto o futuro como o passado, é uma
verdadeira maquina de viajar no tempo. Porém, com a incerteza
intrinseca associada a nogéo de caos, estamos condenados a des-
conhecer com precisdo o futuro astrondmico, mesmo que conhe-
¢amos muito bem as condicdes actuais dos astros a nossa volta.

O nosso futuro, mesmo do ponto de vista astrondémico, é incerto!
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