A funcao Gama?

Ene menos um factorial

O factorial de um inteiro positivo n é o produto de todos os inteiros entre 1 e 11 e escreve-se n! (“n factorial”).
Para todo o n tem-se (n+1)(1/)=(n+1)! e, definindo 0/=1, esta regra continua valida sempre que # é um inteiro ndo
negativo. Esta fun¢io nio se pode prolongar a -1 ou qualquer outro inteiro negativo de modo a que a mesma
regra continue valida para todo o 1 (porque eventualmente se chega a n=-1). Por outro lado, existem infinitas
fungdes f de variavel real (ou complexa) definidas no complementar do conjunto dos inteiros negativos que
satisfazem aidentidade f (z+1)=(z+1)f(z) .

Uma generalizacao do factorial a todos os reais positivos pode definir-se da seguinte maneira:

I'(x)= fe“ttx_ldx. o
0

O integral acima é chamado segundo integral de Euler e converge sempre que x é um real positivo. Verifica-se
facilmente que I' (1)=1 e integrando por partes demonstra-se que I' satisfaz a seguinte regra do produto: xI' (x )=I"
(x+1).Em particular, se n for um inteiro positivo, entao I' (n)=(n—1)/.

Onosso objectivo é convencer o leitor de que esta fungao, hoje conhecida por fungdo Gama, é a generalizagao
natural de (1-1)! aos reais positivos.'

Generalizag¢des “naturais”

Se tivermos uma fungio definida num conjunto de inteiros, como a representada na Figura 1 e procurarmos
um “prolongamento natural” a um intervalo que contenha estes nameros, acreditamos que o prolongamento
representado na Figura 2 seja geralmente considerado mais “natural” do que o representado na Figura 3. A
razao é que as Figuras 1 e 2 partilham uma importante caracteristica geométrica, ausente na Figura 3: se unirmos
os pontos da Figura 1 por segmentos de recta, obtemos o grafico de uma fungao no intervalo [2,5], e os conjuntos
de todos os pontos do plano que ficam por cima desse grafico e do representado na Figura 2 sao convexos, isto &,
se contiverem dois pontos Ae B, também contém o segmento [AB].
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Figura 1 Figura 2

'Nao parece ser clara a razdo por que se define I’ (11)=(-1)! endo n! (0 que causa a diferente formulagdo da regra do produto).
Noseulivro[3], H. Edwards atribui a Legendre a notacio actual.
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As fungdes cujos gréficos tém esta propriedade chamam-se fungoes convexas e tém grande importancia em
diversas areas da matematica e das suas aplicagdes. Se uma funcao definida num intervalo aberto da recta real
tiver segunda derivada, entdo é convexa se e s se a sua segunda derivada nunca for negativa. Mas a fungao que
associaa cadareal x o seu modulo | x| é convexa e nao tem sequer derivada em x=0.

Acontece que se representarmos graficamente o logaritmo de (n-1)! para cada inteiro positivo n (Figura 4)
obtemos um grafico com a mesma propriedade do da Figura 1: unindo os pontos consecutivos por segmentos
de recta, formamos o grafico de uma fung¢éo convexa. Isto acontece porque, como o logaritmo € uma fungéo
crescente, o declive dos segmentos de recta vai aumentando (ver Figura 4).
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Figura 3 Figura 4
Se concordarmos com as consideragdes que abrem esta seccao, um prolongamento natural g de (n-1)! aos
reais positivos deverd ter as seguintes propriedades:
*Propriedade do produto: paratodo o x>0, xg(x)=g(x+1).
* Afungiolog () é convexa.

No seu livro Larebog i Kompleks Analyse (Manual de Andlise Complexa), de 1922, H. Bohr® e J. Mollerup
demonstram que a fun¢do Gama ¢ o tinico prolongamento de (n-1)! aos reais positivos que satisfaz estas
condigdes. E. Artin ([2]) chama a este facto notavel Teorema de Bohr-Mollerup.

Uma férmula de Gauss

Suponhamos que existe uma func¢éo g que satisfaz as condi¢des do Teorema de Bohr-Mollerup.

Por causa da regra do produto, os valores de log (g) no intervalo ]0,1[ determinam g nos reais positivos. Por
exemplo, dado x em ]0,1[, g(x+3)=(x+2)(x+1)xg(x). Além disso, se soubermos o valor de g(x+3), podemos calcular
g(x). Se o gréfico de log (g) fosse rectilineo no intervalo [3,4] (como na Figura 4), teriamos: log(g(3))=log 2,
log(g(4))=log 6, e entdo log(g(x+3)) serialog2+x(log 6-log 4), ou seja, log 2+xlog 3. Isto esta errado, evidentemente.

Quando n é um inteiro positivo, os declives dos segmentos de recta [(nlog((n-1)!)),(n+1,log(n!))] e
[(n+1,log(n!)),(n+2,Jog((n+1)!))] sdo respectivamente log n e log(n+1). A diferenca entre estes dois declives é
log(1+1/n), que tende para zero quando 7 tende para infinito. Ou seja, quando n é muito grande, esses dois
segmentos de recta sdo quase paralelos.

A convexidade de log(g) tem agora uma consequéncia crucial: se prolongarmos ambos os segmentos ao
intervalo [n,1+2], em todo o intervalo o gréfico de log (g) tem de permanecer entre estes segmentos’ (ver Figura
5).

Isto significa que embora log2+xlog3 seja apenas uma estimativa de log(g(x+3)), a diferenca entre log(g(x+))
e a estimativa log(g(n))+x(log(g(1+1))-log(g(n))) tende para zero quando n tende para infinito. Ora, sao
conhecidos os valores de g nos inteiros positivos e, pela regra do produto, tem-se g(x+mn)=(x+n-1)(x+n-
2)...(x+1)xg(x). Assim,

n=1 n=1
log (g(x))= lim | log(g(n)) +x(log (g(n+1))=log(g(n)))2log (x+kJ =lim [10g(("‘ 1)/) +xlog(n) = 2_log (x+k)[(2)
k=0 )

k=

*H” de Harald. N4o confundir com Niels Bohr, que propds o primeiro modelo atémico que explicava os ntimeros quénticos e
foium dos fundadores da Mecanica Quéantica. Esse era o irmdo mais velho de Harald.
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e, tomando a exponencial destas expressdes, obtém-se a formula do produto de Gauss:

n*(n—1)!

I G

Dado um inteiro positivo 1, verifica-se facilmente que a segunda derivada da fungao
1

f,0=log((n=1)/)+xlogn — i log (x+k)

é positivaem R’, sendo portanto f, uma fungao convexa. O limite(z) pontual de fungées convexas, quando existe,
é uma funcdo convexa. Assim, a existéncia da fungio g é equivalente a existéncia de limite positivo na féormula
de Gauss, que € por sua vez equivalente a existéncia do limite em (2). Uma demonstracao directa da existéncia
deste limite serd esbocada na tltima secgao.

Figura 5

Menos um meio factorial

Por comodidade, iremos chamar “log-convexa” a uma fungao f com valores positivos num intervalo I tal
que log f € uma funcio convexa em I. Recordemos que uma propriedade fundamental de g é que esta funcio é
log-convexa. Do mesmo modo que a soma de duas fun¢des convexas e o produto de uma fungéo convexa por
um real positivo sdo fungdes convexas (o que é ficil de demonstrar), o mesmo acontece para fungdes log-
convexas (0 quejanao é tao facil, embora seja simples - “simples” e “facil” ndo sdo sindnimos).

Para cada #>0 fixo, a fungdo f (x)=¢" £~ ¢ log-convexa em R", visto que o seu logaritmo ¢é (log t)(x-1)-t
(repetimos, f é um parametro positivo fixo e a variavel é x). Se prestarmos atencao ao segundo integral de Eulex
(1), vemos que ele representa o limite de somas de fungdes da forma (At) ¢+, que sdo log-convexas porque At é
um niimero positivo. Isso quer dizer que o segundo integral de Euler define um prolongamento log-convexo de (n-1)!
aos reais positivos que satisfaz a regra do produto. Fica assim demonstrado que a fungio ¢ que procuramos é a funcéo
Gama. Isto também demonstra a existéncia de limite positivona férmula do produto de Gauss.

Demodo anélogo se prova que o primeiro integral de Euler:

1
B(x,y)= ﬁl - r)x_1 27 s, x,y>0 3)
0

éigualal (x) I (y)/ I (x+y): fixando ¥>0, a fungdo g (x)=I" (x+y) B(x,y)/ I (v ) satisfaz as condi¢bes do Teorema de
Bohr-Mollerup'e portanto tem de ser a fungdo Gama. Em particular, tem-se B(1/2,1/2)=I'(1/2)*. Fazendo em (3) a
substituicdo t=sen?(s) obtém-se B(1/2,1/2)=mt,logo I'(1/ 2)=\/; .

Como seria de esperar, outros valores da fungdo Gama sdo ainda menos faceis de calcular. Alguns podem ser
consultados de forma rapida e comoda, tal como o grafico da fungao nos reais positivos, por exemplo, em [4].

Na verdade, a fungdo Gama pode ser prolongada “de forma natural” ao conjunto de todos os niimeros
complexos, excepto o zero e os inteiros negativos. Esse prolongamento é tnico, nao tem zeros e satisfaz a regra
do produto. Oleitor interessado poderd consultar [1].

“Verifica-se que B(L,y)=1/y, a propriedade do produto prova-se integrando por partes (com um pouco de 4lgebra no fim)
eafungio dentrodo integral é log-convexa.
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A constante de Euler
Seja n um inteiro positivo e x em ]0,1[. E um exercicio simples mostrar que existe uma fungao continua h

no intervalo ]-1, +o°[ tal que log (1+y) -y =h(y)y"2. Agora,

n=1

n=1 n=1 Z 1 ”i]: x2
log((n = 1)) +xlogn —kZO]log () =xlogn—log x —k;)log (1+x/k)=x|logn 2" log x g2 hxlb* 3 -

Como h é limitada no intervalo [0,x], o Ultimo somatério acima converge quando 1 tende para infinito
n=1

(porque a série £1/k*é convergente). Asucessio y,= logn ->_1/k também é convergente: 0 seu termo de ordem
-1

n éigual ao integral f(C (x)—1/x)dx (onde C(x) designa o maior nimero inteiro nao superior a x). A Figura 6
1

demonstra geometricamente que esta sucessdo € crescente e converge para um certo real do intervalo ]1/2,1[.
Esta é a demonstragao directa prometida da existéncia de limite positivo na férmula do produto de Gauss, ou

seja, dolimite em (2).

Figura 6

O limite da sucessao (y,) é chamado constante de Euler e habitualmente representado por y , e o seu valor
aproximado ¢ 0.5772... O matematico Stefan Kramer, da Universidade de Gottingen, lidera actualmente um
projecto ([5]), que visa reunir (e aumentar) toda a informacdo que existe sobre esta constante. Ninguém sabe
sequer se y € um numero irracional. Usando meios computacionais, conhece-se hoje o seu valor com tal precisao
que se sabe que, se y for um nimero racional, o numerador e o denominador da fracgdo irredutivel terdo (pelo
menos) centenas de milhares de algarismos. Mas isso ndo prova nada. As distancias entre as estrelas e entre as
galaxias mostram bem que os mistérios do Universo ndo estdo feitos a medida das conveniéncias humanas.
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