Canto Delfico

ConstrugOes sem regua

Caro Leitor,

Nesta edigdo vamos analisar alguns exercicios
interessantes que se podem colocar a estudantes e
professores de qualquer nivel de ensino. Na verdade,
este tipo de questdes acompanhou a propria evolucdo
damatematica.

A perspectiva que utilizamos nesta exposicao é
construtiva, pelo que o “fazer matematica” vai estar
aqui bem presente. Como vantagem adicional temos
que as demonstragdes se fazem vendo o resultado,
sem obviar as questdes de existéncia. Ficard claro
que trabalharemos o conceito, indicaremos as ideias
fundamentais e definiremos os objectivos a resolver
com uma técnica que julgamos ao alcance dos nossos
leitores.

Na academia de Platao, como se sabe, todas as
construgdes geométricas tinham de ser feitas com
régua e compasso. A investigacdo do que com eles se
pode construir promoveu muito o desenvolvimento
de varias areas da matematica.

No entanto, um milénio e meio mais tarde,
o dinamarqués Georg Mohr (1672; trabalho
redescoberto em 1928) e, independentemente, o
italiano Lorenzo Mascheroni, em 1797, provaram
que toda a construgdo geométrica executdvel com
compasso e régua é executavel somente com o
compasso.

Uma recta ¢ definida por dois pontos e uma
circunferéncia pelo centro e raio. Na teoria classica
das construgdes geomeétricas sao-nos dados uma
régua e um compasso sem escalas quaisquer e dois
pontos. Construir um novo ponto significa obté-lo
como:
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—Intersecgio de duasrectas

ou

— Intersec¢ao de uma recta e uma circunferéncia
ouainda

—Intersec¢ao de duas circunferéncias.

Na teoria das construcdes sem régua, segundo
Mohr e Mascheroni, ndo podemos tragar nenhuma
recta; mas dela sdo sempre visiveis pelo menos dois
pontos. Construir um novo ponto significa obté-lo
como intersecgao somente de duas circunferéncias.
Devemos entdo mostrar como reduzir a construgao
dos dois primeiros tipos de pontos ao terceiro tipo,
i.e. ainterseccdo de circunferéncias.

Lema 1. Dados dois pontos AB, é possivel construir um
terceiro ponto E tal que B é o ponto médio do segmento [AE).

Prova. Ver Figura 1. Seja r=|ABI. Tracem-se as
circunferéncias C,=C(A,r), (de centro A e raio r) e
C,=C(B,r). Sejam C,D os pontos de interseccdo destas
circunferéncias: {C,D}=C,nC,. Entdo o tridngulo
A[ABC] é equilatero.

Logo, o arco C'D define 2n/3 radianos. Seja
C,=C(C,ICDl). Entao define-se por {D,E}=C,nC, um
ponto E tal que C"EcC, define também 271/3 radianos.
Decorre que A"E=A"C+C"E=n/3+2n/3=n. Isto significa
que A e E sao diametralmente opostos a B, e assim
obtemos o resultado desejado.

A construgdo proposta foi feita com vista ja posta
no lema 2. Se s6 precisdvamos do ponto E, ele podia
ser encontrado usando apenas C,.
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Problema1.Como?

Lema 2. Dados dois pontos A, B, é possivel construir o
seu ponto médio M.

Prova (esbog¢o). Diremos como construir M
(cf. Figura1).

i. Com base na constru¢do do lema 1, trace-se
C=C(E, |AEl) e defina-se {F,G}=C,nC,.

ii. Tracem-se as duas circunferéncias simétricas
relativamente a recta l,, dadas por C.=C(G, |AGI)
eC=C(F, |AF1).

iii. Defina-se M= (C;nC,) \{A}.

Problema 2. Mostrar que M é o ponto médio do
segmento [AB].

Lema 3. Seja | uma recta e Pel um ponto. Entdo, é
possivel construir:

i. O pontoP*, reflexdo do ponto P em I, e

it. O pontoL, pédaperpendicular por P a l.

Problema 3. Indicar como construir P’ e L como
intersec¢Oes de circunferéncias, dada a recta I com
apenas dois pontos visiveis e assim provar o lema.
(As construgdes sdo simples.)

Como ultimo preliminar fundamental para
entender certas justificagdes abaixo, lembramos o
teorema da corda e o conceito da poténcia de um
ponto relativamente a uma circunferéncia.
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Teorema (da corda). Considere-se a circunferéncia
C=C(O,r) e um ponto P . Entdo para qualquer recta l que
passa por P e intersecta C nos pontos Ae B tem-se que

-
pot(BC):=IOP|*-+’=PA . PB,

valor que se diz poténcia de um ponto relativamente i
circunferéncia C.

O produto de vectores que aqui ocorre é o produto
escalar; que éigual a | PAI [PB| com g igual 2 +1 se os
vectores tém o mesmo sentido, e -1 se os vectores tém
sentidos contrarios.

Agora podemos retomar os nossos problemas
principais.

Proposic¢do 1. E possivel construir os pontos de
interseccdo de duas circunferéncias dadas pelos seus
centros e respectivos raios.

Prova. Aqui nada ha a provar.

Proposigio 2. E posstvel construir a interseccio de
uma circunferéncia C com uma recta | em ambos 0s casos
posstveis:

i. No caso em que | ndo passa pelo centro de C.

ii. No caso em que [ passa pelo seu centro.

Prova.

i. Fica como exercicio para o leitor; para a
resolucdo do caso ii, baseamo-nos nos lemas
anterioreseno casoi.

ii. Seja C=C(O,r) uma circunferéncia e I=[,, uma
recta por O e outro ponto P. Definamos ainda
{X,Y}=Cnl. Os pontos X,Y sdo entdo os pontos de
momento desconhecidos que queremos construir.
Sem perda de generalidade (porqué?) podemos
assumir a colinearidade de P,X,Y na ordem P-X-Y.

Proceda-se assim (cf. Figura 2):

1. Escolhe-se um ponto BeC e determina-se
{A,B}=l,,nC=segundo partei.

2. Porintersec¢ao de dois arcos curtos de igual raio
7">r e centros em A,B determina-se um ponto M com
IMAl=IMBIl=r', e traca-se uma circunferéncia,
C=C(M, 7).

3. Escolhe-se um ponto X'eC, e constréi-se
segundo oslemas1e?2, Y'eC, tal que | XY |=2re O'=
ponto médio do segmento [X'Y’].
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Problema 4. Explicar os pormenores.

Trace-se a circunferéncia C’=C(0’, r). Note-se que
ela é geometricamente igual a C e [X'Y’] é um
diametro.

4. A recta I,,ndo passa por M, de modo que por
parte i da presente proposi¢ao podemos determinar a
sua interseccdo com a circunferéncia C=C(M, IMPI).
Desta interseccao escolhe-se aquele ponto P’ para o
qual se tenha a disposicdo P’-X’-Y’. Como
IMP|=IMP’l, os pontos P e P’ tém relativamente a
circunferéncia C, a mesma poténcia. Isto significa
quel PXIIPYI=IPAIIPBI=IP’X'I IP’Y’|. Como
IXYI=1X"Y’'l, decorre dai quelPYI=IP'Y'| e
|PX1=1P"X’| e, por conseguinte, | POI=IP'O’l.

5. Definamos B'=C'nC(P’,|PBIl). Entdo temos,
pela igualdade dos raios de C* e C, que
A[PBO]=A[P'B’’]. Assim obtemos B'O'Y'=BOY, logo
os triangulos isdsceles com dois lados r cada um,
definidos por estes ternos de ponto sdo congruentes.

6. Por isso obtém-se o desejado ponto Y como um
dos dois pontos da intersecgdo C(B,| Y'B' | )nC.

Figura 2

Obtém-se X por procedimento analogo.

Proposicio 3. E possivel construir o ponto de
interseccdo de duas rectas.

Figura 3
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Prova. Ver Figura 3. Sejam A, B os pontos visiveis
de uma das rectas, [, e A, B’ os da outra I’. Segundo o
lema 3.ii, podemos construir L:= pé de A’ sobre [, e
depois N:=pé de L sobre ['. Juntamente com o ponto
desconhecido S=Inl’ obtemos entdo tridngulos
semelhantes A[LA’N]=A[SA’L] donde depreendemos
ILA’I:1SA’I=1A’N1:1A’LlI, o que significa
[A'LI=IA'NIISA'I.

Ora visto que conhecemos A’, L, N, podemos
construir a distancia |SA’| a parte usando o teorema
das cordas.

Problema 5. Explicite como.

Finalmente, usando a proposi¢do 2 podemos
construir S como intersec¢do da circunferéncia C(A’,
ISA” ) comarecta.

As trés proposi¢des provadas estabelecem o
teorema de Mohr-Mascheroni.

Pode provar-se que é impossivel construir
somente com régua todos os pontos construtiveis com
régua e compasso; no entanto, Steiner e Poncelet
mostraram que basta ter uma circunferéncia fixa no
plano e uma régua para construir todos os pontos
construtiveis com régua e compasso.

Deixemos ao leitor um tultimo desafio, que é
independente da teoria exposta.

Damos-lhe nada mais do que uma régua com
escala e um lapis. Supomo-lo capaz de ler a régua,
tracar com ela segmentos e fazer calculos, em
qualquer dos casos, com a precisdo desejada. Isto é,
supomos que todo o nimero real existe como um ente
bem definido (apesar de poder ter, na realidade, uma
infinidade de digitos).

Problema 6. Seja I uma recta e Q um ponto do
plano, mostre que podemos tragar por Q uma
perpendicularal;ese Qgluma paralelaal.
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