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[Departamento de Matematica Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto]

por Antonio Machiavelo

Sobre a Natureza dos Objectos Matematicos

Os objectos matematicos sao reais ou sao imagindrios? Sao descobertos ou
sao criados? Tém uma existéncia independente dos seres humanos ou sao

meras elaboragtes mentais destes? Sdo quimeras, fantasias, sombras de um

outro mundo, habitantes de um mundo ideal? Mas entao como pode a
matematica ter tantas aplicages, concretas, reais e extremamente eficazes?
Por outro lado, se tém uma existéncia propria, de que forma existem? Podem
ser localizados no espago e no tempo? De que modo?

1. A grande questao

A natureza dos objectos ou entes matematicos' é
um tema de debate que remonta, pelo menos, a Grécia
Antiga, sendo desde entdo fonte de constante
perplexidade entre fildsofos e matematicos. A questédo
central que tem sido debatida, ao longo de milénios,
com maior ou menor intensidade, ¢ a seguinte: os
objectos, ou entes, matematicos sdo reais ou sdo
imaginarios? Dito de outro modo, sao descobertos ou
sao criados? Ou ainda, existem na “realidade”
ouapenasnum “mundo deideias”?

Hé4 um facto que € particularmente confuso:
enquanto alguns objectos matematicos, como por
exemplo os numeros complexos, parecem ser
claramente uma invengdo humana, ja ¢ muito dificil
argumentar que resultados sobre estes, como por
exemplo o chamado teorema fundamental da dlgebrd’,
sejam uma criagao humana! E isto parece conduzir a
uma situagdo um pouco bizarra: inventamos objectos
que depois tém propriedades que sdo completamente
independentes dends? Como éisto possivel?

Enquanto investigador, um matematico parece
desempenhar por vezes o papel de um construtor, de
métodos ou ferramentas, outras vezes o de um
descobridor, de resultados sobre certos objectos mais
ou menos abstractos. Na realidade, estas duas funcdes

complementam-se, pois o objectivo da construcao de
métodos e ferramentas é o de levar a perceber melhor
certos objectos e as suas propriedades, assim como
o de servir para descobrir outras propriedades mais
subtis desses mesmos objectos. Ndo ha qualquer
davida de que um matematico, enquanto faz
matematica, se sente como um descobridor
explorando terras incognitas. Mas, pode perguntar-
se, um descobridor de qué? Bem, de resultados
sobre... E é precisamente neste ponto que surge uma
questdo particularmente dificil: sobre exactamente
oqué?

Seja 14 sobre o que for, seja 14 qual for a natureza
exacta dos objectos matematicos, tanto a posi¢ao de
que estes sdo reais como a posi¢do de que sao criados
acarretam sérias dificuldades. Por um lado, quem
defende que sao reais tem de explicar de que forma o
sao, pois parece ser evidente que tém uma existéncia
algo imaterial, certamente muito diferente da de um
rochedo ou da de um rio. Por outro lado, quem
defende que aqueles sio cria¢des da nossa mente e da
nossa imaginacao deve explicar como é entdo possivel
a matematica ter tantas, tdo incriveis e eficazes
aplicagdesno “mundo real”.

Neste artigo € delineado um contexto para uma
resposta a este aparente dilema, tendo as reflexdes

Por exemplo, 0s nimeros (naturais, racionais, reais, imagindrios, p-adicos), as figuras geométricas (planas, sélidas,
n-dimensionais), as fungdes, os grupos, as algebras, os espacos topologicos, as variedades diferenciaveis, os espagos de

Hilbert de dimenséao infinita.

2 o . I . s . .
Que garante que todo o polindmio de coeficientes complexos se factoriza como um produto de polinémios lineares.
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que aqui se apresentam’ sido inicialmente inspiradas

pelaleitura de quatro obras que tiveram uma enorme
influéncia nas posigdes filosoficas do autor: Gidel,
Escher, Bach, de Douglas R. Hofstadter [1], O Acaso ¢ a
Necessidade, de Jacques Monod [2], O Macaco Nu, de
Desmond Morris [3], e Dragdes do Eden, de Carl Sagan
[4].

2. Algumas correntes da filosofia da matematica

Ha4, em filosofia da matemaética, varios “ismos”
que se referem a varias posigdes sobre as questdes
ontolégicas (0 que sdo?) e epistemologicas (como os
conhecemos?) colocadas pelos objectos matematicos.
Sendo impossivel detalhar aqui todas essas posigdes
e suas nuances, limitamo-nos a dar um esbo¢o das
principais correntes, fornecendo ao leitor interessado
alguns apontadores bibliograficos.

Uma das mais antigas e influentes doutrinas,
conhecida por Platonismo, por ter sido exposta por
Platdo em varias das suas obras, consiste na opinido
de que os objectos matematicos existem num mundo
mais real e perfeito do que aquele que se apresenta aos
nossos sentidos, um mundo “povoado por entidades
(chamadas «Formas» ou «Ideias») que sdo eternas,
imutdveis e, em certo sentido, paradigmdticas para a
estrutura e o cardcter do nosso mundo” ([5], seccao 1; ver
também as secgdes 2 e 9). Um mundo que, numa
perspectiva contemporanea, existiria fora do espago e
do tempo, ndo sendo nem fisico nem mental (ver [6]).
Esta é uma posicao defendida actualmente por, entre
outros, o fisico-matematico inglés Roger Penrose (ver
pp- 11-23 de [7]) e pelo matematico francés Alain
Connes ([8], pp. 30-31) que defende uma espécie de
mundo platénico um pouco mais elaborado, a que
chama “realidade matemadtica arcaica” (ver [9], pp.
180-192, sendo o termo introduzido na p. 182) ou
“primordial” (ver [10], pp. 6-8). Recentemente, a
Newsletter of the European Mathematical Society
publicou uma série de artigos sobre Platonismo’, que
mostram bem quanto o tema ¢ actual, havendo

alguma variedade de posi¢oes pré-platonicas e anti-
platonicas. E interessante observar uma importante
diferenca de énfase: enquanto os antiplaténicos se
concentram na rejei¢do da existéncia de um mundo
sobrenatural e mistico como o mundo ideal platdnico,
ignorando o problema da aplicabilidade da
matematica, os pro-platdnicos realgam a sua opinido
de que os objectos matematicos e as suas relacdes
sdao independentes dos seres humanos, ignorando o
problema da forma da sua existéncia.

Numa qualquer introducao a filosofia da
matematica é quase obrigatdrio mencionar as trés
escolas antiplatdnicas nascidas da “crise” dos
fundamentos no final do século XIX e inicio do século
XX, nomeadamente: [ogicismo, formalismo e
intuicionismo. Numa descri¢do sumaria e superficial,
pode dizer-se que a primeira consistia num projecto’
de redugdo da matematica a logica, de modo que as
verdades matematicas sé-lo-iam apenas devido a sua
estruturalégica interna e ndo por serem propriedades
de uns quaisquer objectos exteriores; a segunda’ é a
posi¢do de que a matematica mais ndo é do que um
jogo de simbolos de acordo com certas regras; a
terceira’, a posi¢do de que a matemdtica deve ter
as suas raizes muito bem alicercadas na intuigao
humana e em cuidadosas construgdes feitas com base
nessas intuigoes, sendo esta ciéncia ndo mais do que o
estudo dessas construcdes, que existem apenas apds
serem (mentalmente) construidas e sdo assim um
produto da mente humana. Ha que observar que
o principal objectivo dessas escolas era o de fornecer
alicerces solidos para os fundamentos da matematica,
e nao tanto esclarecer o estatuto ontologico e
epistemologico dos seus objectos de estudo. Apesar
de os seus sucessos terem sido muito relativos e de
estas posigOes ndo terem actualmente muitos adeptos,
convém salientar que tiveram, todas e de diversas
formas, um papel fundamental na criacdo da Ldgica
Moderna e de varios dos assuntos que hoje nela
desempenham um papel importante, assim como

*Versdes preliminares foram expostas em vérios seminarios e conferéncias — na Universidade do Porto e na Universidade de
Coimbra em 1999, num ciclo de palestras promovido pelo Clube Inigma em 2004, no CIBEM em 2005 e na Universidade do
Minho em 2006. Quero expressar aqui o meu sincero agradecimento ao actual director da Gazeta pelo convite para escrever
este artigo, que me deu a oportunidade de elaborar e aqui deixar registadas algumas dessas reflexdes.

‘Devido a restrigdes de espago, tiveram de ser retiradas algumas notas e vérias indicagdes bibliograficas. O leitor interessado
podera consulta-las em hittp:/[www.spm.pt/files/outros/bibliografia_completa_artigo_convidado_gaz161.pdf

*Iniciado por Gottlob Frege (1848-1925) e desenvolvido, proeminentemente, por Bertrand Russell (1872-1970).

°A que, invariavelmente, se associa o nome de David Hilbert (1862-1943), mas quase sempre de uma forma simplista
e caricatural. As ideias de Hilbert, um dos mas notdveis matematicos de sempre, eram bem mais sofisticadas do que

normalmente se descreve. Ver, sobre este assunto, [11].

"Iniciada por Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966) e desenvolvida pelo seu aluno Arend Heyting (1898-1980).
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contribuiram para a teoria da computagdo moderna,
tendo mesmo desempenhado um papel importante
na concepgao dos proprios computadores.

Ao longo de todo o século XX surgiram e foram
elaboradas diversas propostas de teorias filosoficas
da matematica, algumas enraizadas em posigdes
filosdficas bem antigas, com outras roupagens ou com
novos aperfeicoamentos ou adornos. Sem pretender
fazer aqui uma lista exaustiva, parece-me que as
principais sdo as seguintes, por ordem alfabética:
conceptualismo® — os objectos matematicos, como todos
os universais, nao sdo mais do que conceitos mentais,
nao tendo qualquer substancia ou realidade externa;
construtivismo —um objecto matematico existe apenas
quando hd um processo de, de algum modo, o
construir, havendo varias formas de construtivismo:
o intuicionismo de Brouwer, ja referido; o finitismo
de Hilbert e Bernays; o construtivismo recursivo de
Markov; o programa de analise construtiva de Bishop;
o construtivismo social — o conhecimento cientifico
é uma construcdo social, sendo criado por relagdes
e interac¢Oes sociais; o construtivismo radical — o
conhecimento ¢ meramente um processo de auto-
organizagao cognitiva do cérebro humano e, sendo
assim uma construgao, é impossivel saber o quanto
reflecte uma realidade ontolégica; estruturalismo — a
matematica trata, ndo de colecgdes de “objectos
matematicos”, mas sim de padrdes ou estruturas,
sendo os objectos “lugares” nessas estruturas;
ficcionalismo — as teorias matematicas sao historias de
ficgao, exactamente como novelas ou contos de fadas;
humanismo — uma forma de conceptualismo social-
cultural-histérico centrado nos seres humanos, no
qual se defende que os objectos matematicos sao
criados ou inventados pelos humanos, ndo de uma
forma arbitraria, mas dependendo denecessidades da
“vida”, estando sujeitos a condicionalismos histdricos
e, uma vez criados, os objectos matematicos tornar-se-
iam parte da cultura humana, ganhando uma
existéncia independente do seu criador ou inventor e
tendo entdo propriedades bem determinadas que
podemos ou ndo descobrir; naturalismo — o ponto de
vista filoséfico segundo o qual tudo tem causas

naturais; nominalismo’ — os universais e abstracgdes,

em particular os objectos matematicos, ndo passam de
nomes sem qualquer correspondéncia real: apenas os
objectos particulares existem e o que ha de comum a
objectos distintos (lisos, por exemplo) é simplesmente
o nome (liso) que designa algo de comum e nada mais
(“liso” é algo que ndo tem existéncia por si s6); quasi-
empirismo — o conhecimento matematico é algo
semelhante ao conhecimento empirico, no sentido de
o critério de verdade em matematica ser, como em
fisica, o sucesso pratico das ideias, sendo o
conhecimento matematico susceptivel de correcgio e
ndo-absoluto.

Paramais detalhes e argumentos pré e contra estas
diversas posi¢Qes, ver as notas e referéncias contidas
em http://www.spm.ptlfiles/outros/bibliografia_completa
_artigo_convidado_gaz161.pdf. Mas fica o leitor avisado
de que algumas discussdes neste campo fazem
lembrar anjos em cabecas de alfinetes e que, como
escreveu Marvin Greenberg em [12] (p.245), “a filosofia
damatemdticaestd numestado de total confusdo.”

Todas as posi¢des referidas podem ser pensadas
como diferentes grada¢des num espectro realismo —
idealismo, onde realista ¢ um adjectivo que se aplica,
neste contexto, a uma posi¢do na qual se defende que
os objectos de conhecimento sdo de alguma forma
independentes da actividade da mente, enquanto
idealista se aplica aqui a posi¢es centradas na defesa
de que toda, ou uma grande parte, da existéncia
desses mesmos objectos é exclusivamente mental".

A posi¢ao mais radicalmente idealista que se pode
ter é denominada solipsismo. E a posigio de que
apenas o leitor que lé estas palavras existe, e
absolutamente nada mais, sendo tudo o resto ilusdes
mentais. Em [13] (p. 302), Bertrand Russell escreve:
“recebi uma vez uma carta de um filésofo que professava ser
solipsista mas que estava surpreendido por ndo haver
outros! [...] Isto mostra que o solipsismo ndo é realmente
acreditado mesmo por aqueles que pensam estar
convencidos da sua verdade.” O solipsismo ¢é
normalmente apresentado como exemplo de uma
teorija irrefutavel (como provar que tudo nao é uma
ilusdo da mente?), mas completamente infrutifera,

‘De facto, uma posigao filosdfica sobre o estatuto dos universais e ndo propriamente uma filosofia da matematica. Um universal
¢ uma propriedade ou relagio comum a varios objectos particulares. O problema dos universais é a questdo de saber se sdo

descobertos ou criados, se existem ou ndo, e de que forma.

’Aplica-se aqui a mesma observagdo que foi feita na nota de rodapé anterior.

“Dada a versatilidade das palavras e as relagbes afectivas que, de um ou outro modo, todos nés temos com alguns conceitos, &
capaz de ser titil mencionar que, no presente contexto, “realista” nao tem qualquer relacdo com reis e rainhas, e que “idealista”
nada tem aqui a ver com a defesa de nobres e importantes ideais. Fica a chamada de atengdo para a necessidade de se tentar
perceber muito bem o significado que se pretende dar aqui, como em outros sitios, as palavras que vao sendo usadas.
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pois nada explica. Percebe-se assim que nao chega

elaborar teorias coerentes e irrefutaveis: é necessario
que tenham poder explanatdrio!

3.0 “milagre” das aplicacbes

Um dos problemas centrais em filosofia da
matematica é o de explicar o que foi descrito pelo
fisico Eugene Wigner" como a “eficicia irrazoavel
da matematica nas ciéncias naturais”. Sdo varios os
exemplos dessa eficacia, desde a previsao de eclipses
a viagens a Lua. Outros exemplos notaveis sao: as
propriedades das secgdes cénicas estudadas por
matematicos da Grécia Antiga, a titulo de curiosidade
intelectual, desempenharam um papel fundamental,
mais de dois mil anos depois, na descoberta das leis
que regem os movimentos dos planetas, por Johannes
Kepler (1571-1630) a partir das observagdes metodicas
de Tycho Brahe (1546-1601); a previsao, em 1846, da
existéncia de um planeta, Neptuno, feita por Urbain
Le Verrier (1811-1877), usando apenas matematica
e dados de observacdes do planeta Urano, sendo
atribuido a Frangois Arago (1786-1853) o dito de que
Le Verrier “descobriu um planeta com a ponta da sua
canetal”; a descoberta matematica por James Clerk
Maxwell (1831-1879), “no papel”, cerca de 1864,
das ondas electromagnéticas, cuja existéncia é
experimentalmente demonstrada mais de duas
décadas depois, por Heinrich Hertz (1857-1894);
a descoberta, em 1900, do “lado” quantico do mundo
atémico, por Max Planck” (1858-1947), que foi
literalmente for¢ado pela matematica a aceitar certas
interpretagdes fisicas que lhe desagradavam
fortemente; a geometria Riemanniana “criada” por
Bernhard Riemann (1826-1866), por volta de 1854,
inspirada em trabalhos de Gauss (1777-1855), e
posteriormente elaborada por Beltrami (1835-1900),
Christoffel (1829-1900), Lipschitz (1852-1903), Ricci
(1853-1925) e Levi-Civita (1873-1941), que iria
desempenhar, mais de meio século depois, um papel
crucial na teoria da relatividade geral de Albert
Einstein® (1879-1955); a previsdo da existéncia de
antimatéria por Paul Dirac™ (1902-1984), em 1928,
tendo sido a existéncia do positrdo, a antiparticula
correspondente ao electrdo, comprovada
experimentalmente quatro anos mais tarde; o uso de
espagos de Hilbert complexos de dimensio infinita
em mecanica quantica, uma das teorias fisicas mais

“Recipiente do Prémio Nobel da Fisicaem 1963.
“Prémio Nobel da Fisica em 1918.
“Prémio Nobel da Fisica em 1921.
“Prémio Nobel da Fisica em 1933.
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bem-sucedidas, com previsdes que coincidem com
medigdes experimentais com uma precisdo quase
inacreditavel.

Estes exemplos mostram também que matematica
“criada” ou “descoberta” num contexto muitas vezes
(aparentemente) desligado da “realidade” é usada
décadas, séculos ou mesmo milénios mais tarde,
na explicagdo e na previsdo de fenémenos concretos
e reais. Isto coloca sérias dificuldades a todas as
posigoes filosdficas que encaram a matematica como
um fenémeno meramente mental.

O fisico francés Bernard D'Espagnat escreve,
em [14] (pp. 36-37), que uma das razdes para a
matematica ter sido desde o inicio um agente
unificador da fisica é que “a matemdtica nio é somente
uma linguagem comoda, na realidade representa uma
linguagem mais wm raciocinio”. E que “a matemdtica
¢ insubstituivel” no sentido em que o seu
desconhecimento impede “o passar de uma descrigdo,
instrutiva neste ou naquele caso, a uma descricdo diferente e
mais esclarecedora em determinados outros casos”, dando
como exemplo a necessidade da matematica para
“ver” que a lei classica, dita lei de Snell-Descartes,
de refracgdo da luz, que da o desvio angular sofrido
por um raio de luz ao passar de um meio para outro,
é perfeitamente equivalente ao principio de Fermat,
que estipula que o caminho percorrido por umraio de
luz entre dois pontos é aquele que minimiza o tempo
percorrido. E acrescenta que “fodos os fenémenos
naturais estdo fortemente inter-relacionados: a dificuldade
de mudar de ponto de vista traduz-se, na pritica, numa
incapacidade de juntar os elos profundos que unem
fenomenos tdo diversos da natureza, constituindo-se,
portanto, um obsticulo a uma verdadeira compreensio
global.” A matematica é assim algo que captura esses
elos profundos.

Observe-se que os exemplos acima enumerados
mostram algo mais, algo que quero aqui sublinhar
muito bem: a matematica é mais do que um
instrumento de descricdo do real — é uma ferramenta
para a descoberta do real ainda desconhecido!
O exemplo disto que me parece um dos mais
flagrantes é o da descoberta por Maxwell de todo o
espectro de ondas electromagnéticas. Como descobrir
de outro modo, que ndo “teoricamente”, a existéncia
de ondas, como as de radio, que nao sido detectadas
por nenhum dos nossos cinco sentidos? Heinrich
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Hertz, o primeiro a demonstrar experimentalmente a

existéncia dessas mesmas ondas electromagnéticas,
escreveu:

“Ndo se consegue evitar a sensagdo de que estas
formulas matemdticas tém uma existéncia independente e
uma inteligéncia propria, que sdo mais sdbias do que nds,
mesmo mais sdbias do que os seus descobridores, que delas
retiramos mais do que originalmente nelas colocamos.”

Por tudo o que se expds, parece-me inegavel que a
matematica lida com coisas bem reais e que nao pode
simplesmente ser uma construgdo humana. Uma
posicdo idealista relativa a natureza dos objectos
matematicos inevitavelmente esbarra no problema de
explicar este enigma da aplicabilidade da matematica.
Na realidade, todas as defesas que conhego de uma
concepcdo idealista dos objectos matematicos ou
ignoram este problema ou o menosprezam, dando
explicagdes completamente insatisfatorias, ou entdo
confessam-se incapazes de o explicar. Mas o problema
é ainda mais complicado do que normalmente é
descrito, pois, como exemplificado acima, a
matematica ndo sd fornece instrumentos para
explicar, de um modo unificado, variadissimos
fendmenos, como da ainda a capacidade de sonhar
sobre coisas reais que sdo ainda desconhecidas.
Como éisto possivel?

4. Uma perspectiva Darwiniana

Antes de mais, € necessdrio esclarecer que a
posicdo que defendo parte dos dois postulados
seguintes:

® Ha uma “realidade” exterior aos seres humanos,

a“Natureza”®.

e Tudo, incluindo os seres humanos, é
inteiramente natural, sem qualquer componente
“sobrenatural””.

Por “postulado” entendo aqui um ponto de
partida que ndo pode ser demonstrado, mas para o
qual ha fortes indicios de ser verdadeiro. De facto,

mais de dois mil e quinhentos anos de historia da
ciéncia tém sugerido, com uma crescente acumulagiao
de evidéncias, a veracidade daquilo que acima é
postulado. Como observou Stephen Jay Gould
(1941-2002): “As mais importantes revolucdes cientificas
inclutram, sem excepcdo, o destronar da arrogdncia humana
de pedestal apds pedestal de convicgdes prévias acerca da
nossa centralidade no cosmos.” Mais ainda, ndo ha
exemplo de nenhuma posigao que tenha partido de
pressupostos que contradigam estes postulados
e que tenha enriquecido, a partir desses pressupostos,
0 nosso conhecimento efectivo do cosmos, incluindo
conhecimento sobre o ser humano (que é uma parte
desse cosmos!).

Ha uma dessas revolugdes que, apesar de ter ja
século e meio, continua aparentemente a ser de dificil
digestdao: o mecanismo de “selec¢do natural e
descendéncia com modificagao lenta”, a descoberta
seminal feita por Charles Darwin (1809-1882).
A “teoria da evolugdo”, como é comummente
conhecida’, é uma das teorias cientificas mais bem
comprovadas, tendo um enorme poder explanatdrio,
que tornou inteligivel uma enorme quantidade de
dados e observacdes sobre os organismos vivos
previamente dispersos e confusos, assim como
fomentou, e continua a fomentar, pesquisas
extremamente frutiferas em vdrias areas dabiologia.

No entanto, abundam ainda muitas ideias
distorcidas ou mesmo completamente erradas sobre
a teoria da evolugdo, nomeadamente™ que implica
uma ascensdo continua de animais “inferiores” a
animais “superiores”; que a vida evoluiu ao acaso;
que ha uma “inten¢ao” implicita da seleccdo natural;
que a teoria justifica comportamentos avarentos,
imorais ou “animalescos”; que justifica a “lei do mais
forte”. Estas e outras razdes, que se prendem com
a remogao do ser humano de um lugar central entre
0s seres vivos, levam a certas recusas emocionais,
conscientes ou inconscientes, das consequéncias
profundas, “transcendentalmente democraticas””,
da teoria da evolucdo. Um exemplo disto, relevante
para o assunto deste artigo, é a seguinte passagem

“Que poderiamos designar por N, em homenagem aos Pitagoricos!

16-

Em particular, todas as componentes de um ser humano estdo contidas em N ©

YV Apesar de Darwin ndo ter usado o termo “evolugio”, por boas razdes, pois d4 a ideia errada de haver um “progresso”.

“Ver [15] e http://evolution.berkeley.edu. Parece haver alguma dificuldade em distinguir entre o acaso das mutagdes e o
mecanismo de selec¢do natural, que é tudo menos cadtico, assim como perceber que “apto”, no sentido de adaptado ao meio
ambiente, pouco tem a ver, em geral, com “mais forte”, ndo sendo nada 6bvio, a ndo ser a posteriori, que caracteristicas tornam
um animal “apto”. Mesmo um cientista brilhante como Jacques Monod, galardoado com o Prémio Nobel em Fisiologia ou
Medicina em 1965, escreveu alguns sérios disparates sobre este assunto num livro pelo qual tenho (globalmente) uma enorme

admiragao, [2]: ver pp. 143-144.
“Ver [16], p. 67.
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de [7T° (p. 19), na qual Roger Penrose deixa claro por

que prefere o platonismo:

“Como me sinto, realmente, acerca da possibilidade de
todas as minhas acgdes, ¢ as de todos os meus amigos, serem
em ultima andlise governadas por principios matemdticos
deste tipo? Eu preferiria ter estas accdes controladas
por algo que habita algum aspecto do fabuloso mundo
matemdtico de Platdo do que as ter sujeitas ao tipo de razoes
bdsicas e simplistas, tais como procura de prazer, avareza
individual ou violéncia agressiva que muitos argumentam
ser as implicagbes de um ponto de vista estritamente
cientifico.”

Penrose demonstra assim os seus preconceitos
e alguma falta de reflexdo relativamente a teoria da
evolugdo®. Ndo admira que escreva um pouco mais
adiante (pp. 20-21):

“[...] continua a ser um profundo quebra-cabecas
perceber por que razio as leis matemdticas se aplicam
a0 mundo com uma precisio tio fenomenal "

Ora, numa perspectiva Darwiniana este mistério
comega a esfumar-se, pois, como Carl Sagan explicou
em [4], pp. 232-233:

“[...] podemos imaginar um universo no qual as leis da
natureza sio imensamente mais complexas. Mas nds nio
vivemos num tal universo. Porque ndo? Penso que talvez
tal se deva ao facto de todos os organismos que apreendiam
o0 seu universo como muiito complexo estarem mortos.
Os nossos antepassados arboricolas que tinham dificuldade
em calcular as suas trajectérias quando saltavam de uma
drvore para outra nio deixaram muita descendéncia®.
A seleccdo natural serviu como uma espécie de crivo
intelectual, produzindo cérebros e inteligéncias cada vez
mais competentes para lidar com as leis da natureza. Esta
ressondncia, extraida por seleccdo natural, entre os nossos
cérebros e o universo pode ajudar a explicar o enigma
descrito por Einstein: a propriedade mais inconpreenstvel
do universo, disse, é que seja tdo compreensivel.”

Sempre achei curioso o facto de as pessoas se
espantarem tanto com os ajustes delicados e
extraordinarios entre algumas caracteristicas de
alguns animais e o seu meio ambiente, e ndo
repararem que o mesmo se aplica ao animal humano,

20,

assumindo, explicita ou implicitamente, haver uma
estranha separagdo entre as nossas faculdades
mentais e a natureza, separando o mental do material
de um modo irreconcilidvel. Ora, a mente é o produto
de milhdes de anos de selec¢do natural e faz parte
tanto da natureza como de outra coisa qualquer.
Contém extraordinarias adapta¢des dos humanos
ao seu meio ambiente, entre as quais a capacidade
de abstrair padroes e organizar informagao.

5. Problemas de perspectiva

Antes de descrever a minha opinido sobre a
natureza dos objectos matematicos, é necessario
introduzir algumas distingdes importantes.

5.1 Representagio erepresentado

Na nossa espécie, o uso de simbolos € tdo comum
que é por vezes dificil separar a representagao de algo
daquilo que por ela é representado™. Por exemplo,
uma coisa é o simbolo “6” e algo totalmente distinto é
o que ele representa. O niimero 6 tem representagdes
distintas em varias linguas (ver figura 1), mas aquilo
que é representado, o numero em si, é a mesma
“entidade”. E o que ¢ essa “entidade”? Uma
quantidade, poder-se-4 responder. Mas o que é
uma quantidade? E, em particular, qual a quantidade
representada por “6”?

TV N BE & o9

Figura 1: Numerais para o nimero seis, em arabe,
latim, chinés simplificado, chinés tradicional, tamil,
tailandés e tibetano (respectivamente).

Estas questdes poderdo originar alguma confusdo,
usualmente nio se vislumbrando uma resposta que
ndo seja circular. Isto acontece justamente porque
abstraimos com tanta facilidade que nem nos
apercebemos do que estamos a abstrair! Um exemplo
simples podera ajudar a esclarecer este ponto.

Quenio deixa por isso de serum excelente livro, um auténtico “four de force”!

70 que é corroborado na pagina seguinte (p. 22), em que mostra ndo entender as bases evolutivas da moral, quando afirma:
" A moralidade tem uma profunda ligacdo com o mundo mental, uma vez que estd tdo intimamente ligada aos valores atribuidos por seres
conscientes e, mais importante ainda, & presenca da propria consciéncia. E dificil ver o que a moral significaria na auséncia de seres
conscientes” . Ver sobre este assunto [17,18] e o proprio Darwin, em [19], capitulos 3,4, e 5.

Isto é obviamente um exemplo caricatural.

*Esta confusdo é eloquentemente ilustrada num quadro do pintor belga René Magritte (1898-1967), intitulado “A Traigdo das
Imagens” (ver http://en.wikipedia.org/wiki/The_Treachery_of Images), que contém a representacdo de um cachimbo juntamente
com a frase “isto nao é um cachimbo”, o que é inteiramente verdade: ndo ha nenhum cachimbo na figura, apenas uma sua

representagao!
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Figura 2: O que € isto?

Toda a gente reconhece na figura 2 uma face
humana. No entanto, as faces humanas sao
tridimensionais, muito mais complexas, ndo havendo
nenhum ser humano especifico que esteja af
representado. Por que razdo vemos, entdo, nela uma
face? Porque representa (abstractamente) um niimero
de caracteristicas comuns as faces humanas que é
suficiente para as caracterizar™. E porque, espero té-lo
demonstrado com este simples exemplo, os humanos
abstraem tao facilmente quanto os peixes nadam
ou asaves voam.

O que representa entdo o simbolo “6”? Representa
algo que é comum a todos os conjuntos de coisas com
seis elementos, ou seja a sua quantidade especifica.
Isto parece circular, mas nao o é. Esta aparéncia de
circularidade resulta de termos de usar as palavras
que capturam esse conceito para o descrever, ndo
podendo aqui arranjar-se uma alternativa facil.
Se quisermos, podemos tentar uma explicagdo um
pouco mais sofisticada dizendo que dois
agrupamentos de objectos tém a mesma
“quantidade” se puderem ser emparelhados, ou mais
sofisticadamente ainda, se existir uma bijecgao entre
esses dois agrupamentos. E 0 6 é o nome de uma
dessas “quantidades”, aquela que segue o 5. A
dificuldade advém aqui de anocao de quantidade ser
bastante abstracta e, a0 mesmo tempo, simples, no
sentido de ser irredutivel a outros conceitos. Espero,

no entanto, que esteja agora clara a diferenga entre o
numeral 6 e o numero que ele representa. De toda esta
discussdo quero também registar aqui o facto de a
nogédo de numero advir de relacoes, de algo em comum
entre objectos.

5.2 Camadas e niveis
E também importante estar consciente de que as
coisas tém em geral varias camadas, ou niveis, que
podem ter caracteristicas bem distintas. E frequente

em discussoes, filosoficas ou outras, haver desacordo
entre os arguentes sem que estes reparem que estao
a centrar o seu discurso em niveis distintos, aos quais
ddo mais relevancia, por um ou outro motivo, tendo
ambos razdo no que dizem, embora afirmem coisas
contraditorias! Isto mostra a necessidade de deixar
claro o contexto do que se diz, 0 que nem sempre
¢ facil, podendo mesmo ser extremamente dificil em
situagdes um pouco complexas. Alids, tenho
a impressdo de que quanto mais interessante é uma
situacdo, mais dificil é distinguir esses mesmos
contextos.
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Figura 3: Niveis

A figura 3 pretende dar exemplo de algo cujos
“niveis” s3o bem distintos”. Diferentes leitores
poderao descrever essas figuras como um N e um C,
outros como conjuntos de Rs, outros ainda como um
conjunto de Cs, a esquerda e um conjunto de Ns a
direita. Todos tém razao! Uma descri¢ao mais cuidada
deveria incluir o nivel de que se fala, enquanto uma
descri¢do completa deveria incluir descri¢gdes a todos
os niveis. Mas isto pode ndo ser facil descortinar.
Imagine-se que, no exemplo acima, cada um dos
pequenos Cs da figura do lado esquerdo, quando
visto ao microscdpio, era como o C da figura a direita,
e que cada um dos Ns da direita tinha a estrutura
doN daesquerda...

5.3 Anogao de “objecto”

Finalmente, ¢ ainda necessario clarificar o que se
entende por “objectos matematicos”. Ha aqui uma
dificuldade séria, pois o proprio conceito de “objecto”
éja por si de dificil delimitagao, facilmente admitindo
extensdes de significado a “objectos” um pouco mais
gerais, extensdes essas muito tteis em diversos
contextos. Além de que tem, como quase todas as
palavras, uma multiplicidade de significados. Objecto
tanto pode significar “o que afecta os sentidos”, como
uma “coisa material”, ou “o que ocupa o espirito”, ou

*N&o hd nenhum outro animal com uma face tio redonda e que sorria movendo os ldbios do modo esquematizado na figura...

“Ct.“Prelude...” e “... Ant Fugue” em [1], pp. 275-284 e 310-336.

“Que N seja a primeira letra de naturalismo, R seja a primeira letra de realismo e C seja a primeira letra de construtivismo

nao é aqui coincidéndia...
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ainda “o que pode ser pensado, por oposicdo ao ser pensante
ou sujeito”.

Mesmo a tentativa de restringir a nocao de
“objecto” a algo que é “fisico” esbarra imediatamente
em alguns problemas: e as ondas electromagnéticas?
E a gravidade? Bem, ndo vou aqui precisar o sentido
em que uso a palavra “objecto”, pois isso restringiria
a sua utilidade e implicaria a introducao de varias
palavras ou adjectivagdes adicionais. Limito-me a dar
exemplos e a deixar o leitor fazer o que nos, seres
humanos, fazemos melhor: abstrair deles os
significados pretendidos. Comego, assim, por
observar que a gravidade deva talvez se vista como
umarelagdo entre objectos com massa.

Tomemos de seguida como exemplo de “objecto”
o proéprio leitor, considerado como objecto fisico
(no sentido comum destes termos, para ja) e
consideremos alguns niveis a que podemos descreve-
lo (ver figura 4): para um médico, o leitor é um
conjunto de 6rgéos e suas inter-relagdes (chamo aqui
a atencdo para a importancia destas inter-relagdes:
rearranjemos os Orgdos de um outro modo e o
resultado é dramaticamente diferente!); para um
bidlogo, oleitor podera ser visto como um conjunto de
células e suas (importantissimas) inter-rela¢des; para
um fisico, o leitor é um conjunto de atomos e suas
(imprescindiveis) inter-relacoes.

[ conjunto de érgéos e suas inter-relagdes |

v

[ conjunto de células e suas inter-relagdes |

v

| conjunto de células e suas inter-relacdes |

v

| ? entidade matemdtica ? |

Figura 4: O que e realmente um objecto?

Mas, coisa curiosa, segundo Werner Heisenbergy
(1901-1976), as particulas elementares sdao “formas
matematicas” e, em geral:

“A “coisa-em-si” é para o fisico atomico, admitindo
que ele alguma vez use o conceito, em iltima andlise,
wma estrutura matemdtica.”

Esta ideia ¢ realcada pelo fisico Bernard
D'Espagnat, no artigo ja acima referido: “para além das
fungbes jd descritas, a matemdtica assume wma outra, cuja

“Prémio Nobel da Fisica em 1932.
*Prémio Nobel da Fisicaem 1965.
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importdncia vai aumentando. Cada vez mais, com efeito,
as matemdticas servem para definir os proprios
conceitos que se procuram por em correspondéncia
com os fenémenos observados.”

Chegamos assim a um resultado deveras curioso
(ver fig. 5). Para tentar perceber o que é um objecto
matematico, para determinar se este é ou nao real,
parece natural procurar saber primeiro o que ¢ um
“objecto real”. Ora, quando analisamos esta questdo
com alguma profundidade, somos conduzidos a
conclusao de que um objecto real é, em tltima andlise,
um objecto matematico! Isto mostra o qudo subtil é a
nogao de objecto! E também sugere que os objectos
matematicos poderdo afinal ndo ser assim tdo mais
peculiarmente estranhos do que outros tipos de
objectos, mesmo 0s mais comuns.

[ Objecto Matematico ? |

Objecto Real ?

Figura 5: Um ciclo estranho

Para complicar ainda mais as coisas, sabia o leitor
que é um conjunto de atomos variavel com o tempo?
Num discurso proferido num encontro da Academia
das Ciéncias dos Estados Unidos, em 1955, Richard
Feynman™ (1918-1988) observou:

“[...] os dtomos que estdo no cérebro vio sendo
substituidos: os que ld estavam antes ji Id ndo estdo.

Assim, o que é esta nossa mente: o que sdo estes dfomos
com consciéncia? Na semana passada eram batatas! Agora
conseguem relembrar o que se passava na minha mente hi
um ano—umamente que foi hd muito substituida.

Note-se que aquilo a que chamo a minha
individualidade é apenas um padrdo ou danca [...]. Os
dtomos entram no meu cérebro, dangam wma danga e depois
vdo-se embora — hd sempre novos dtomos, mas sempre
dancando a mesma danca, relembrando como era a danca
no dia anterior.”

Ou seja, somos muito mais parecidos com um rio
do que com uma pedra...

6.Conclusao
Qual é entdo a natureza dos objectos matematicos?
A pergunta deve ser, de facto, reformulada do
seguinte modo: o que é que representam os objectos
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matematicos? A resposta é sugerida pelos proprios

numeros naturais: relagdes! Relagdes entre objectos
fisicos (i.e., numa primeira aproximacao, detectaveis
pelos nossos sentidos) e outras mais profundas, que
ndo sdo menos reais do que esses mesmos objectos
“fisicos”! A matematica captura e estuda relacdes
e inter-relagdes entre relagdes, e relacdes entre estas
inter-rela¢des, e por ai fora, até onde chegar o engenho
e a sagacidade humanos. Por a visdo e o tacto
dominarem os nossos sentidos (em muitos contextos
usamos “ver” como sinénimo de “perceber”) e o que
vemos serem os objectos fisicos, e ndo (directamente)
as suas inter-rela¢des e interdependéncias profundas
e por vezes subtis, os objectos de estudo da
matematica sdo assim invisiveis. Mas o nosso cérebro
¢ um poderoso guia que, refinado por éons de
selec¢do natural, nos permite aperceber regularidades
reconditas na Natureza e desse modo expandir o
nosso conhecimento do ambiente circundante (figura
6). As vantagens evolutivas sdo 6bvias.

UNIVERSO

Parte «visivel»
aos seres humanos

Novos
Horizontes!

Heranca
evolutiva

jestruturas

Conceitos e
nogoes
matematicas

Figura 6: O Universo, os Humanos
e a Matematica

Todas as escolas de pensamento em filosofia da
matematica me parecem contribuir com analises
validas sobre a matematica, os seus objectos e a sua

praxis, s6 que concentrando-se em diferentes niveis,
em aspectos diferentes ou partes distintas,
cometendo-se depois o erro de misturar alhos com
bugalhos. Por exemplo, é claro que os matematicos
Criam representagbes, mas para descobrirem
Resultados sobre o que é representado por essas
representacdes. A matematica tem, assim, um lado
construtivista e um outro naturalista, obviamente
enraizado em algo empirico, um lado formalista e um
lado intuicionista, estando essas suas multiplas
“faces” profundamente interligadas.

Contribuindo para aumentar ainda mais a
confusdo, os matematicos tém um habito curioso:
criam representagdes, que depois se tornam elas
proprias objecto de estudo. Sdo como bidlogos que
tenham inventado um novo tipo de microscopio para
estudar seres vivos e depois se ponham a estudar
esses microscopios. Em matematica isto tem
mostrado ser muito ttil! Em minha opiniao, o corpo R,
por exemplo, ndao é mais do que um instrumento
analogo a um microscopio (ou sera um telescépio?),
que serve para estudar outros objectos matematicos,
mas que é simultaneamente um objecto de estudo™.

Em conclusdo, ndo tenho qualquer duvida de que
a matematica corresponde, em tltima analise, a algo
de Real, a que acedemos através da nossa Intuigéo,
que beneficia das adaptagSes evolutivas da nossa
espécie e que ajuda a Construir instrumentos e a
desenvolver nogdes, usando simbioticamente a
Experiéncia e a Razdo, que sdo destiladas em
Conceitos que permitem Avangar na exploragdo da
Realidade. E esse “algo de real” é a propria textura do
cosmos que corresponde a leis profundas que regem
as mais diversas inter-relacdes entre “objectos”.

A posicdo que defendo poderia chamar-se
Pitagorismo Darwiniano, mas, pelo que acaba de ser
dito, prefiro dar-lhe onome de™:

Realismo Intuitivo—Conceptualista
Empirico-Racionalista Construtivista Anti-Radical!l’l

”A descoberta das geometrias ndo-Euclidianas é frequentemente usada para retirar ilagdes filosoficas anti-realistas sobre a
matematica (cf. [20], pp. 1032-1036). Uma andlise cuidada revela, no entanto, a falta de fundamento dessas ilagdes. Por
exemplo, cada uma dessas geometrias pode ser representada “dentro” das outras, 0 que mostra que nao sao tao incompativeis
quanto aparentam a primeira vista. Sdo apenas instrumentos distintos que capturam padrdes e relagdes subtis de diferentes
aspectos da realidade. E uma situagio anéloga a algo bem conhecido em Teoria dos Ntimeros, onde cada um dos anéis Z,

contém informagdes distintas, mas igualmente relevantes, sobre o anel Z, facto muito til na resolugdo de equagdes

diofantinas.
30
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Em humilde homenagem ao maior compositor de sempre: Johann Sebastian Bach (1685-1750) (ver [1], pp. 3-8).
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