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Recorrencia de Poligonos:
Uma Abordagem Dinamica

"The world is colors and motion, feelings and thought... and what does math
have to do with it?"
Rudy Rucker, Mind Tools

1. Introducao

Neste artigo estudamos alguns processos de construgao por recorréncia de poligonos planos (um poligono
é uma unido fechada de segmentos de recta sem auto-intersec¢des), nomeadamente:

Seccio dos lados: partindo de um poligono inicial, dividem-se os lados escolhendo um ponto em cada um.
Unindo os pontos obtém-se um novo poligono, ao qual se aplica 0 mesmo processo.

DS Gl
Seccdo das diagonais: em vez dos lados, dividem-se as diagonais do poligono, sendo os pontos escolhidos
os vértices danova figura (que podera nao ser um poligono).

Y

Sobre estes métodos de criagdo de sucessdes de poligonos, podemos perguntar: convergem? Em caso
afirmativo, de que forma e qual o seu limite? Existirdo atributos partilhados pelos elementos de uma dada
sucessao? Os processos de construc¢ao sao injectivos (isto €, cada poligono é imagem de, no maximo, um outro)
e/ou sobrejectivos (i.e., qualquer poligono € imagem de um outro por aquele processo)? A seguir veremos uma
estratégia para responder a estas questoes.

2. Abordagem dinamica

Aos vértices de cada poligono podemos atribuir coordenadas no plano complexo, identificando-se deste
modo os poligonos de n lados com vectores em C" (tendo sido arbitrada uma ordenagéo dos vértices — por
exemplo, pelo seu argumento principal, em sentido anti-horario—e escolhida a origem do referencial de forma a
estar no interior do poligono). Os processos de construgdo considerados sao aplicagdes lineares a actuarem
nestes vectores. Sejam Z = (z,,...,z,) 0 poligono inicial e Z' = (z',,...,2,) a sua imagem. A seccdo dos lados pode

descrever-se pelas férmulas z'=pz+(1-p,)z,,(modrn), onde p,€]0,1[sdo os factores de corte (localizam os pontos
onde se seccionam os lados). Estas formulas descrevem uma aplicagio linear, Z'= AZ, cujamatriz é
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Py 1'P1 0 0 0
0 P, 1-p, 0 0
0 0 ) 1-p, 0
2 TP
0 0 0 1-p,., 1-p.
1-p, 0 0 0 P,

A secgdo das diagonais obtém-se de forma semelhante. No caso das primeiras diagonais, as férmulas de
transformacdo sdo =’ =pz+(1-p,)z..(modn), pelo que a matriz correspondente é

1A 0 1-p, 0 0

0 28 0 1-p, 0
R S
1-p,, 0 0 [ 0

0 1-p, 0 0 P

Para n suficientemente grande, podem considerar-se outras diagonais e respectivas matrizes de
transformacdo. Nesta notacdo podemos descrever o sistema dinamico associado a sucessao de poligonos (Z,),
definido pela recorréncia Z,,, = AZ, através da iteracao da aplicagao 4, ja que, se for Z, o poligono inicial, temos
Z=A"Z, paratodook.

Em geral, ¢ impraticavel calcular directamente poténcias de uma matriz. No entanto, sabemos que, sobre o
corpo complexo, todos os polinémios ndo constantes se decompdem em factores do primeiro grau e que, pelo
menos No caso em que as 1 raizes do polindmio caracteristico de A sdo distintas, A é diagonalizavel. Assim, se
forem, ..., A, 0s seus valores proprios (distintos ou nao), poderemos, em muitos casos, encontrar uma base u,,
..., U,, devectores proprios e, escrevendo o poligono inicial Z, e as suas imagens por A nessa base,

— *
Z=coigreuy e, u,, ()

obter
A'Z=c A'ugtc A'ut..+c, A, =c M e N te, A8, i, (#).
O problema fica resolvido se conseguirmos calcular os valores préprios de A, uma base de vectores proprios
associados e as coordenadas ¢;do poligono inicial nessa base. A dinamica, como indica (#), depende da evolugao
das progressdes geométricas de razoes ).

3.Seccdo dos lados com factor de corte tnico

Apliquemos a abordagem delineada anteriormente ao caso mais simples de recorréncia de poligonos,
odasecgao dos lados em que os factores de corte sdo todos iguais. As figuras sugerem relagdes entre os poligonos
dasucessao que verificaremos de seguida.

Conhecendo a forma geral de A, obtém-se as expressdes para os seus valores proprios resolvendo a equagao
em A, det(A- Al)=0.Ora

(p-2)"- (1-p)", se n é par
det[A-AI] = (p-2)+ (1-p)", se n é impar
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eportantodet(A- Al)=0seesdse

p-A 1 dené

1_}9 =1,nocasodene par
p-A .

p1 =1, no caso de n é impar

ou seja,

{XFP - (1-p)B, se n é par
L=p + (1-p)B, se n é impar Q)

2mifn

onde os f; representam as raizes complexas daunidade: g,=1, g,=e™", B;=(B,)j. Notemosque

=-1,senépar
i’ b <=1

IMI<p+(I-p) Il =1, e que I =1 & B,=1, se n é impar ;

ou seja, 1¢ sempre um valor préprio simples, e todos os restantes tém modulo inferior a 1, pelo que a sucessao (#)
converge: de facto, a contribuicdo do valor préprio 1 mantém-se constante, enquanto as restantes tendem para 0
poriteragdes de A.

Os vectores préprios associados a cada A, sdo u=(1, ., ..., B, - ") para n par, e u=(1, B, .., B, ")
para n impar. Com estes dados, podemos estudar em detalhe o comportamento assimptoético do sistema
dinamico.

Resultado 1: O poligono-limite da sucessdo ¢ um ponto localizado no centro geométrico do poligono inicial.

Demonstragdo: Basta calcular o limite pela formula (¥), tendo em conta a posi¢do do valor proprio 1 para
n par ouimpar, isto é, que
C,pl, S€ 11 € par

lim(A'Z,) = im(c, A te, M e+, A ) = p
k*)w( 0) k‘)m( oy oo 1 11 -1 n-1 !L-l) C()Ll(y sené lmpar

Observe-se que tanto u,,, (1 par) como u, (n impar) sdo iguais a (1, ..., 1), concluindo-se dai que o poligono-
limite é um ponto. Calculemos as constantes c, e c,, a partir da equacao (*):

1 1
@ Uy u

n-1
Para n é par: zk=(-l)k'lzocf(ﬁ])k'l
Ia
L a K1
Para n é impar: zk=]§,c7(ﬂi) .

Somando todas as equagdes, obtém-se z,+...+z,=¢,5,+¢,s, +...+C,;S,., , onde S, € a soma

1-CB)"
B _ 0, se p=-1
n-1 y_ 1+, i .
Yo (B = ,sen é par,
n, se f=-1
e
) 1
nl pr_ 41-B; =U,se ﬁJi v
= p=1" ,senéimpar,
n, se B=-1
. , s +ot , oL
concluindo-se que as constantes c,(impar) e, , (par) sioiguais a % , o centro do poligonoinicial.

A seguir, estudaremos os casos simples, de triangulos (1 =3) e quadrilateros (1 =4); esta analise é facilmente
generalizavel para valores de n superiores. Daqui em diante, consideraremos os poligonos centrados na origem
. zZ .tz . ~
do plano (ou seja, == 0,logoc, (nimpar)e c,, (npar)saonulos).
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3.1Triangulos
Os valores proprios sdo neste caso A, = LA, =p+(1-p)B, A=A, =p+(1-p)p, com B, =¢
e o termo associado a A, énulo; além disso, sendo A, =11, | ¢*, vem, apods simplificagdes,

2mi/3

.Naequacgao (#),c,=0

1 1
AkZ= | ).,l |k e ﬂmCl El +e —ikzvcz El . (1)
B, B,

Nesta forma, a equagdo (#) indica a existéncia de contracgdo do tridngulo a taxa I2,| e de uma rotacio
deangulo a. De facto, calculando a partir de (*) as constantes c, e c,, tem-se

X,cos(ka+e,) + 1Y cos(ka+y,)
A'z=IM 1| X cos(ka+d +2F) + iY cos(ka+y+275) )
X:cos(koz+(]b:+4%) + incos(ka+4l;+4§)

sendo X, Y., ¢.ey. constantes reais dependentes do poligono inicial. Assim, amenos da homotetia derazao I, I,
em cada iteragao de A o tridngulo roda inscrito numa elipse (eventualmente degenerada se ¢.=v.; contudo este
caso corresponde a um tridngulo inicial degenerado num segmento de recta, o que nio nos interessa neste
estudo) parametrizada por k. Como a diferenca de fase entre os pontos se mantém constante (2 7t/3 entre pontos
consecutivos), os tridngulos imagem permanecem semelhantes entre si. As figuras mostram as 6 primeiras
iteracdes, quando p=3/4, de um tridngulo com (esquerda) e sem (direita) o termo |2, ".

Podemos fazer algumas consideracdes adicionais para este caso:
(a) Afuncao A ébijectiva, ja que o seu determinante € o produto dos valores proprios naonulos.
(b) O termo contractivo determina a rapidez de convergéncia. E a funcao

I =\3p-3p+ 1

éminima quando p=1/2, ou seja, no caso da bissec¢do doslados.

Gréfico 1: Evolugio do médulo de contracgdo com p

e e
co 025 15 075 10

P
sin(

¢) Oanguloaé determinado por p:sez=r (cos® +isinb)e A(B) = 2arctan 3,6 € [0,2x[
entao
RIS
2 7_ -
o= 2arctanﬁ = Jarctan #31
Tt B -3p+1+ Vz-
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Grafico 2: Evolugao do angulo de fase com p
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de onde se deduz que a 6rbita de um triangulo pode, a menos de homotetia, ser finita ou infinita. De facto, se
o=2mn/n, com m e n inteiros, a sucessao de triangulos € periodica, contendo um numero finito de triangulos
distintos. Se a2m ¢ irracional, os vértices descrevem, a menos de homotetia, uma érbita densa na elipse.

Exemplos para drbitas finitas sdo p =1/3, 1/2 ou 2/3; se p =1/2, a rotagao correspondente € de angulo «, ou seja, a
orbita de um triangulo por bissecgdo dos lados contém apenas dois elementos, o triangulo original e o que se
obtém apds essa rotacao.

3.2 Quadrilateros

Os valores proprios de A sdo agora A=2p-1, h,=p- (1-p)i,A=1, A.=p+(1-p)i. Acontribui¢do do valor proprio 1
¢ eliminada por escolha de coordenadas; além de um par de complexos conjugados, como antes, temos agora
também um valor proprio real (%), que tem a propriedade de se anular quando p = %. Analogamente ao caso

anterior r1 1 1
-1 aa | -1 | 1

A'z=(2p-1)¢, 1 + 101 e ™, _1+e”kc3 alF
-1 i -i

1, .. . 1, . . .
(calculando cl=z(z,+zzl—zs—zz4), c3=z(zl—zzz—zﬁ+zz4), eescolhendo constantesreais X, Y,, ¢,e y,adequadas)

X, cos(ka+p,) + 1Y cos(ka+y,)
=(2p-1) e+ 111" X.cos(karg.-5) +iY,cos(ka+i), -5
X.cos(ka+g, -mt) + iY.cos(ka+i, -mr)
[ X.cos(ka+o.- 35) +iY cos(ka+ip, - 33
Aprincipal diferenca com a dinamica dos tridangulos ¢ a intervengao do termo associado a A, que no entanto

desaparece quando p = V2 (bissec¢ao dos lados). Assim, observa-se que o quadrilatero, a menos de médulo,
descreve uma elipse em que vértices consecutivos estao desfasados de /2 e, como os lados z, e z, , tém entre si
uma diferenca de fase de n (sendo portanto simétricos), o quadrilatero formado tem duas diagonais
perpendiculares que se intersectam no centro do mesmo, formando um paralelogramo. Portanto, qualquer
quadrilatero ao qual se efectue abissec¢ao dos lados origina um paralelogramo.

Se p # ¥, em geral esta afirmacao ndo é verdadeira: a figura a esquerda, onde se iterou um quadrilatero com
factor de corte 3/4, fornece um contra-exemplo. Mas um argumento simples permite
mostrar que, mesmo nesse caso, os poligonos formados tendem para paralelogramos. De
facto, I, | é sempre maior do que I, (como se pode ver no grafico seguinte), pelo que, no
limite, quando k-, a razdo (12,1/12,1)" tende para 0, isto é, a contribuigio do termo
associado ao valor préprio real torna-se desprezavel em relagdo a dos complexos
conjugados, e o sistema tende para um cenario semelhante ao que se obtém com a

bisseccao.
25
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Como existe um valor préprio nulo, a fungéo de transformagdo ndo € bijectiva: A ndo é sobrejectiva porque
Im A = {paralelogramos}, e nao ¢ injectiva porque a coordenada ¢, ndo tem influéncia na fungao (e, portanto, se
adicionarmos ao poligono Z, o vector wi, = (w, -w, w, -w), we €, a suaimagem mantém-se).

Mais uma vez se constata que a rapidez de convergéncia ¢ maxima quando p =72; veremos adiante que este é
umresultado geral.
Gréfico 3: Madulos dos valores préprios: quadrilateros
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F— | lambda 1 |

3.3Poligonos com n >4

Como anteriormente, as sucessdes de poligonos com maior niimero de lados podem analisar-se através dos
valores proprios das matrizes de transformagao correspondentes. Por exemplo, no caso dos pentdgonos, os
valores proprios sao A=1, A=p+(1-p)p, L, =p+(1-p)B., =p+(1-p)p=A, A =p+(1-p)B=X, ou seja, ndo existe nenhum
valor proprio nulo (A é bijectiva neste caso), existem (para além de 1) dois pares de complexos conjugados (pelo
que, em geral, ndo € possivel escrever A como composta de uma homotetia e uma rotagdo, como nos triangulos)
e 0 pentagono imagem nao é semelhante ao original.

No entanto, analisando os moédulos dos valores proprios em funcio de p, verificamos que I4,| é sempre
superior a | 2,1, pelo que, quando se itera A um niimero suficientemente grande de vezes, o movimento do
sistema associado a A, torna-se desprezavel, e o sistema tende assimptoticamente para uma dindmica
semelhante a dos tridngulos. De resto, é facil observar que para qualquer 1 existe um valor préprio que domina:
os valores proprios sdo dados pela igualdade A =p=(1-p)g,; e o seu mddulo é tanto maior quanto mais proximos
estiverem os seus argumentos. Assim, para n par, o valor proprio de modulo superior corresponde a raiz de 1
com argumento mais proximo de m, enquanto para nn impar ele corresponde a raiz com argumento mais proximo
de0.

3.4 Resultados gerais
Apresentamos agora algumas conclusdes para a sec¢ao dos lados com p tinico.
Resultado 2: A bissecgio dos lados corresponde a convergéncia mais rapida da sucessdo de poligonos.

ter a-feira, 20 de Abril de 2010 16:31:39




Gréfico 4: Mdulos dos valores proprios - pentagonos
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Demonstragao: Relembrando a formula (~) para os valores proprios, podemos escrever = a, + b, i, com
a/+b/=1. Sabemos que a convergéncia da sucessdo é tanto mais rapida quanto menores os médulos dos valores
préprios (excepto o 1), logo o problema reduz-se a minimizar | A,1°. Uma vez que

LAp(Lp)aH(Ap)b i
[, 1°=2p"(1Fa,)-2p(1Fa,)+1
esta funcao de p representa uma parabola com concavidade voltada para cima (uma vez que a< 1) cujo vértice
(que corresponde ao minimo absoluto) tem abcissa p*="2.

Resultado 3: Asecgio dos lados é uma aplicacio bijectiva, excepto no caso da bissecgdo em poligonos com niimero par de
lados.

Demonstragao: A é bijectiva desde que nao haja valores proprios nulos. Mas nés ja vimos que, para 1 impar,
existe um valor proprioigual a 1, e os restantes tém parte imaginaria (1-p) Im (8 ), que é ndo nula para p em 10,1].
Para n par, mais uma vez os valores proprios com parte imagindaria nunca se anulam, mas existem dois reais (1 e
2p - 1), um dos quais se anula para p = 1/2. Nesse caso, uma translagao associada ao vector proprio
u,=(1,-1,...,1,-1) deixainvariante aimagem por A de cada poligono Z,=(z,, ..., z,), logo AN AZ)=(z+w, 2 w,...,
z,.+w,z,-w),we .

O resultado seguinte esta relacionado com uma questao natural quando se estudam poligonos, o calculo
de areas. Queremos saber qual a variagao de area das sucessivas imagens por seccao dos lados.

Resultado 4: Para valores de k suficientemente grandes, Area (A" Z,) = |A,|* Area (A" Z,), onde \,é 0 valor prdprio
distinto de 1 e de maior médulo de A. A aproximacdo é uma igualdade para todo o k no caso de
tridngulos e quadrildteros.
Demonstragao: Comecemos pela segunda parte do resultado. Para calcular a drea de
um poligono genérico conhecendo as posi¢des dos vértices no plano, e supondo-se que
o poligono esta centrado em 0, podemos dividi-lo em triangulos de areas S, como se mostra
adireita, e calcular a sua drea como asoma das S, sendo

1 1 X, X
S=7% det[z; z,,] =7 det [y, yﬁj] .

Dado um poligono Z de area S, podemos calcular a area da sua imagem, S', recordando que z’ =pz+(1-p)z.,.
Por exemplo:
(a) No caso dos tridngulos, temos

S=31, Fdetlz, 2',] =5 (detlpz, + (L - p)z, pz,+ (L - p)zal+ detlpz, + (1 - pza pz, + (1 - p)z ]+
detlpz,+ (1 - p)z, pz, + (1 - p)z,=
=P +(1-py-p(1-p)S=@p -3p+1)S=13,I’S.

(b) Para os quadrildteros,
4

§= 2L detlz, 21 = L (detlpz, + (1 - ps prt (1 - plzl+ detlpz+ (1- )z, pr+ (1 - pel=
o +d5t[PZs + (1 - }7)24 PZ4+ (1 - P)Zn] + dd[}’% + (l - }7)21 }721+ (1 - P)Zz] =
=p'+(L-pyS=(2p -2p+1)S = I, I°S. 25
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Este resultadondo é inesperado, poisja vimos que para tridangulos o sistema dindmico se descreve como uma
contraccdo de razdo | 2,1, que reduz a drea de qualquer poligono a uma taxa 12, 1% e uma rotagdo em torno do
seu centro geomeétrico, que ndo a altera. No entanto, no caso dos quadrilateros, bem como no de quaisquer
poligonos com niimero par de lados, existe um valor proprio real além do 1, o que poderia significar um desvio
relativamente ao que intuimos. Contudo, uma translagdo associada ao vector proprio correspondente a

Ay u,=(1,-1,...,1,-1) ndo altera as areas.

Generalizemos estas conclusdes para poligonos com 2m +11ados, m > 1: existem m pares de valores préprios
complexos conjugados, aos quais corresponde o mesmo nimero de movimentos contracgdo/rotagdo somados.
Como um valor préprio %, é dominante, para um niimero de itera¢des suficientemente grande apenas o
movimento associado a este vector é visivel, resultando dai a formula aproximada para as areas.

4.Seccio das diagonais com factor de corte tinico

Comecemos por notar que devemos considerar 1>5 para termos diagonais suficientes. Esta construgao tem
resultados muito distintos dos observados para a secgao dos lados, por duas razdes:

(a) Aimagem de um poligono por sec¢do das diagonais pode ndo ser um poligono (i.e., podem ocorrer auto-
intersecces nas figuras geradas); algumas questdes, como a das dreas, perdem assim significado.

!

(b) Como veremos, embora a sucessdo continue a ser convergente, o limite ndo é necessariamente um ponto,
como acontecia anteriormente. De facto, o problema da convergéncia é o mais interessante neste caso.

7

R L

O limite é um segmento de recta. O limite é um tridangulo.

Estudemos com mais detalhe a sec¢ao das primeiras diagonais, dada por
2 #pzi+(1-p)z;,.(modn).

Ja conhecemos a matriz de transformagao A (sec¢do 2); resta-nos calcular os seus valores e vectores

proprios atendendo a paridade de .

4.1nimpar
As solugdes da equagao caracteristica de A, def[A-Al]=(p-1)"+(1-p)"=0, sao A=p+(1-p)B, com vectores préprios

u,=1, ﬁf% B p’,"_;ltl..., B, /37.”_;1'1 . Assim, deduzimos novamente que existe um tinico valor préprio 1 (é também
facil confirmar que ndo existem valores proprios nulos, logo a transformac&o é bijectiva) e que a contribuicdo de
todos os outros tende para 0 pelas iteragdes de A (a férmula é a mesmay), logo basta-nos procurar o vector proprio
associadoai, queéu,=(1,...,1).

s

Resultado 5: O limite da sucessio de poligonos por secgio das 1. diagonais com p tinico e niimero impar de lados é um
ponto, o centro geométrico do poligono inicial.
Demonstracao: A segunda parte da afirmacdo prova-se notando que o centro geométrico é preservado

entre iteragdes: z'+...+z' =pz,+(1-p)ztpzH+(1-p)z+.. 4pz,+(1-p)z=z+..+z,. Para além de calcularmos o limite da
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sucessao, podemos ainda determinar a forma aproximada dos iterados de A ap6s um numero grande de
iteragdes, situagdo em que s6 interessa a contribuigéo do valor préprio dominante %,. Sendo g,=¢", concluimos
que o poligono-limite é determinado (a menos de homotetia) pelo vector proprio associado a i, que designamos
poru,

2l

k 1 2l w5
AZk; 1rﬁ1_ r/gw /81- reeer P /ﬁlZ .
0

Por exemplo, para n =5, temos u=g,", B, f,", p.’. Comparando os argumentos de cada coordenada, ¢é facil

ver que o poligono-limite é uma estrela de cinco pontas. Mais geralmente, o poligono-limite, quando 1 é impar,
éuma estrela de n pontas. As figuras anteriores mostram iteracdes de um pentagono.

4.2n par ) 1
A equagio caracteristica de A é agora [(p - 1)*

2 -N . ~
-(p-1)?T=0,0u seja, % =1. As diferengas em relagdo ao
caso impar sao notérias: em primeiro lugar, todos os valores préprios tém multiplicidade 2, correspondendo, a

cadaum, dois vectores proprios linearmente independentes dados pela expressao
M=p+(1-p) B kef0,1,..,2-1).

Um dos valores préprios é 1 e, no caso em que 11/2 é par, ha um (tinico) valor préprio que se pode anular, que é
A =2p - 1, dando origem a uma dinamica ndo bijectiva. Para decidirmos sobre a questdo da convergéencia,
determinemos os dois vectores proprios linearmente independentes associados a cada A,

1=10,1,0, Buy vy 0, Bi™), (1,0, By oo B, O)).

Podemos agora conferir o efeito da multiplicidade 2 na convergéncia da sucessao: substituindo valores

adequados, vem ) .
IICEE (A'Z) =auy, +pu,=a, p, .., B

onde os caracteres gregos sao as coordenadas de Z, na base formada por {u e ({00,’1”}" "2-1 _ Atentando nestas

expressodes, conclui-se que, dependendo de as duas coordenadas arbitrarias serem ou nao iguais, a sucessao
pode convergir para um ponto, mas o limite é em geral um segmento de recta "contado n/2 vezes".

O estudo que aqui foi feito para a sec¢ao das primeiras diagonais pode ser repetido para as segundas,
terceiras, etc., se for possivel calcular os valores proprios das diferentes matrizes de transformacdo. Por
exemplo, na seccao das segundas diagonais, existem situagdes em que os valores proprios tém multiplicidade 3,
0 que justifica (por argumentos semelhantes aos ja usados) a existéncia de triangulos como poligonos-limite
nestes casos.

5.0 caso geral —factores de corte distintos

Ao considerar 1 factores de corte (um para cada lado), em vez de apenas um, a abordagem que temos
seguido, dependente do calculo dos valores/vectores préprios da matriz da transformagao, pode nao ter
sucesso. Estudemos por isso apenas a seccdo dos lados. Existe desde logo uma diferenca importante com o
cenario anterior: a assimetria no corte podera significar que o limite da sucessdo de poligonos deixe de ser
o centro geométrico de Z,.

Ja sabemos que a matriz correspondente é
12 1-p, 0 0
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eaequacdo caracteristica a analisar €

(P10 (P, M=) (1) (1p)=0

que, tendo grau i, pode ser resolvida explicitamente para valores baixos de 1 (até 4) mas nao admite as solugdes
simples que foram obtidas para p tinico (e pode nao ter solugao por radicais para #n25). Analisando a equagao
anterior, podemos, todavia, tirar algumas conclusdes imediatas:

(a) A=1évalor proprio simples, paratodoop,e todoon;

(b) asolugdo . =0 existe (e portanto A ndo é bijectiva) somente quando 1 é par e p,...p,=(1-p,)...(1-p,)=0 ; note-se
que, se fizermos p,=p, paratodoo i, obtemosa condigaop="%.

Analisemos o caso dos triangulos, comparando a dindmica com a de factor de corte tinico.

5.1 Tridngulos —consideragdes gerais
Dividindo a equagao caracteristica por A-1obtemos aequagio de2.” grau

7\2+(1'Pl'Pz'Ps)MPlePs*(1'P1)(1'Pz)(1'l73)=0

cujas solugdes sdao .
M= Pt pa LEN P+ P+ p7+ 2p 4 o+ pa) - 2(ppat paps+ pps) -3
- Cn s o o kop 1ops 12
Aequacao (A-A.1,) u=0da-nos os vectores proprios U, = 1,—1 R 1, u., 1. eaperguntanaturala
1 + 3

colocar é se a dindmica deste sistema é comparavel a que foi vista para um tnico factor de corte; nomeadamente,
se a aplicagdo A é composta de uma contrac¢ao e uma rotagao. A resposta é, em geral, ndo. De facto, enquanto,
com p tiinico, obtinhamos (para além de 1) um par de valores préprios complexos conjugados, existem valores de
p. para os quais todos os valores proprios sao reais, o que se traduz numa dinamica totalmente diferente.
Vejamos alguns exemplos: nas figuras seguintes, o mesmo triangulo é sujeito a seccdo dos lados com varias
combina¢des de factores de corte:

= / pi-07 — /=01 — 4] m=038
\ /=038 N~ p2=025 AN/ p=03

\ p;— 0.9 \Li, 5] ps=035 ps—09
7.+=07+0.141; A\ [ Ai=—=0.15+0.652i i —0.641
\7'/ 7.=07-0.1417 / 2==-0.15-0.652i 2.-=0.359

Observa-se que, quando A, sdo complexos, a evolugao da sequéncia de tridngulos assemelha-se a obtida para
p unico, ainda que com perda de simetrias (cujos efeitos mais evidentes sdo a ndo conservacdo do centro
geométrico entre iteragdes e a nao semelhanga entre os triangulos de uma mesma sucessao). Contudo, quando
estes valores sdo reais, obtemos uma progressao muito distinta: a forma dos tridngulos iterados altera-se
rapidamente, divergindo da original, e ndo observamos rotagao. Anatureza de A, ¢ o factor decisivo na dinamica
destes sistemas, como indica o préximo resultado.

Resultado 6: Existem duas evolugdes possiveis para asicessio de tridngulos por secgio dos lados:

(a) Se L, sdo reais, a dindmica pode ser descrita como composi¢do de uma translacdo do centro geométrico, uma homotetia
de modulo max{1x.1, 121} e de translacdes individuais dos vértices, sendo que nestas tiltinas os vértices se deslocam em
rectas paralelas duas a duas.

(b) Se N sdo complexos, o sistema evolui como composi¢do de uma translagio do centro geométrico, uma homotetia
de modulo || e de rotacoes individuais dos vértices, sendo que nestas viltimas os vértices se deslocam em elipses idénticas
a menos defactores de escala.

Demonstragdo: A primeira consideragio a fazer ¢ a de que o centro geométrico nao é preservado entre
iteracbes, resultando num movimento de translagdo, comum a todos os casos, que pode ser eliminado
ignorando a contribui¢do (constante) associada ao vector proprio i1,=(1, 1, 1). Comecemos por tomar X,,A_reaise
supor que L, 1>I2 1. Escrevendo o triangulo inicial Z, na base propria e ndo considerando o termo em A, =1,

obtemos N
Cy +f Cy
1 1 v
k i3 Ak i3 -
AZy=N. o |¥ 1Mo | =2 eu' + o ule,
s A .
u, u Lo,
au, 2 2
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onde apenas ¢, e ¢, sd0 nimeros complexos ndo reais. Assim, se t= (1. /A,)’, as coordenadas do vector A* Z, definem

rectasr(t)=a;c, +b;c, t, onde a, b, sdo constantes reais dependentes de Z,. Estas rectas sao paralelas, com vectores

directores colineares com c,. Além disso, se 12.|<IX |, o pardmetro ¢ diverge para infinito com k. Basta entdo

evidenciar ), fazendo t' = 1/t, para se obterem as rectas 1, '(t)=a; c,t'+th; c, e se verificar que a dindmica ¢

inteiramente andloga. No caso particular de A=\ =), o valor proprio resultante tem multiplicidade 2, mas o seu

subespaco proprio tem dimensao 1 (ja que u, =u_=u), o que significa que A ndo é diagonalizavel e o método até

aqui utilizado nao é valido. Contudo, podemos escrever A na forma canénica de Jordan, encontrando uma
matrizdemudanga debase P=[u, u v]eGL(3, C)talque

10 0]

p'AP=|0 L 1

0 0 2

onde v=(v', v*, v’) é um vector préprio generalizado associado a 1. Nesta forma, o cilculo das iteragdes de A, ndo

sendo tao imediato como antes, é ainda vidvel. Se forem d,, d,, d, as coordenadas de Z,nabase {u, 1 v} deC’ temos

. 10 0]|d, d,
AZy=10 2 kll|d, | =0+ K,
00 0]|d] | »d.

= dyit, + X7 (Ad+kd,)u + Ad

1 aMdu'+ do') + kdlu‘-
=d,| 1|+ 1| a(du’+ do”) + kd i’
1 M+ d.0°) + kd.u’

concluindo-se que a dindmica é semelhante a anterior, na medida em que os vértices se deslocam, a menos de
modulo |11, em rectas parametrizadas pelo termo k, paralelas pois tém vectores directores colineares. Contudo,
este movimento nao é normalizavel, ao contrario do que acontecia nos casos anteriores.

Suponhamos agora que A, A sdo complexos, digamos A, = |1l ¢, sendo os vectores u, de coordenadas

u+=11'le™"conjugados. Entao

ika -tka
e ¢ te ¢

1 h(a+. -ik(a+8.
=IA L' le "¢, + ¢ ¢, |=

21 ik, -ik(@18,)
[l e 0%, + ¢ 1,

X.cos(ka + ¢,) +iY cos(ka +1).)
=1 1 1 Xcos(ka + .+ 0,) +1Y.cos(ka + P, +6,)
|| X cos(ka + ¢+ 0,) +iY.cos(ke + 1, + 6,)

E agora dbvio que, a menos de homotetia de médulo |Al, os trés vértices percorrem elipses idénticas
parametrizadas por k, nao se tendo em conta os factores de escala u#'l. De notar que, no caso de factor de corte
unico, os factores de escala saoiguais a 1, porque todas as entradas dos vectores proprios u; tém moédulo 1.

Podemos observar graficamente as dindmicas de translacdo (no caso real) e rotagao (no caso complexo)
eliminando os efeitos das outras transformagdes, o que se faz centrando todos os iterados na origem e dividindo
pelak-ésima poténciade A,.

=09

p2=0.8
=038
Ae=0.615
A-=0.465

Nesta figura pode ver-se claramente a deslocagao em linha recta de dois dos vértices do triangulo.

& r1=04
p2=0.6
r3=0.8
7-=04+0.283:
A-=0.4-0.283;
e
0
1Yy 1Yy
w w
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vértices (a menos de translagdo por ¢, 1, e de modulo) percorrem é igual a /2, sendo portanto a drbita de cada

triangulo finita (contém apenas 4 elementos). Notemos que esta € a generalizagao do caso de p tinico, quando se
considerap=1/3. Aférmula do limite da sucessdo para esta escolha de p, reduz-sea

Neste caso complexo, apos 5 iteracdes, a figura ainda parece pouco simétrica, devido ao facto de os vértices

rodarem com fases diferentes, em elipses diferentes, mas apos 50 iteragdes sao perfeitamente visiveis as trés
elipses que contém os vértices dos diferentes triangulos.

Uma questdo permanece por abordar: qual o limite da sucessdo de poligonos nestas circunstancias?
O problema é conceptualmente elementar: basta calcular a coordenada ¢, de Z,nabase propria

Z=Coldg+C iU, +CoU.

A

heopo h-p
nl|ol 55 T ||
1 L 1ok

Py %

onde, se P é amatriz de coeficientes do sistema e Q a sua inversa, se tem ¢,=Q, 'z +Q,'z,+Q,'z,. Logo:

Resultado 7: Para factores de corte {p,, p,, p;}, 0 limite da sucessdo de tridangulos por seccio dos lados é dado por
lim AAZ - z(l+ PP Pa- ps) +z(l+ PP~ P Ps) a1+ PP P P;)
k—w 0 Pipa* Papt P - 2(py + Pt pa)*3
Pode verificar-se que esta expressdo é ainda valida no caso em que A=A=A, ndo abrangido pela
demonstragdo aqui feita, notando-se que, como Al <1, basta calcular a coordenada d, de Z, na base {u,, u, v}

correspondente a forma canonica de Jordan de A nessa situagao particular. Note-se que esta expressao contém
como caso particularodep,=p,=p,=p,em quesereduza

(21+ZZ+ZS)(p2_2p+1) ztz,+ 7z
3p°-6p+3 T3

5.2 Triangulos - dois casos particulares
521 p,+p,+p,=1

Estaescolha dep,facilita aresolu¢ao da equacdo que fornece os valores préprios A,

N4(1-p, -p,ops p, pps +(1-p, )(1-p,)(1-p; )=0

pois, nesse caso, o termo em A desaparece e as raizes sao

ho==Np, ppt(lp, )(1p) (A, ).

Temos, portanto, valores proprios imaginarios puros. Isso significa que o parametro o das elipses que os

lim AZ = 2P, + papa) + 2P+ pups) + 2i(ps T pupa)
k—o 0 PiP2+ Papst PPy +1 )

/

./
N

p=0.42, p,=0.36, p,=0.22

\
Dindmica a menos de translagio e modulo
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5.22p.=p-Ap,p. =P, Ps =P*AP

O interesse desta particularizagdo estd em podermos ver o que acontece quando Ap—0, um modo de nos

aproximarmos do caso em que ha um factor de corte tinico. Os valores préoprios de A sao
re=23p-1:BV-(1-py+54p°,

igualdade que exibe a dependéncia do termo Ap. Este caso é bastante abrangente em termos de dinamica:
existem valores de p e Ap tais que A, sdao complexos, mas também os ha em que estes valores préprios sdo reais,
bastando paraisso que p e Ap satisfagam a condigdo
4 2 . \3
s0p 2(1-p) ousejapp 23 (1-p).
E, neste caso,

(1-p)'z + 2z +2) T zLp(Ep - 1) + 2, AP” + 2(Lp(1-p))
3(1-p) -y 4

lim A‘Z, =
k>0

féormula que deixa evidente a influéncia distinta no resultado da adi¢do do termo correctivo Ap a cada um dos
vértices do triangulo original.
Quando Ap—0, o desenvolvimento em série de Taylor de 2.2 ordem do limite

2z, +2,+2,

1 :
ey [(zxp D) F -2t zﬁ]

mostra que, em primeira ordem, z, ndo contribui para a correc¢ao pois, para Ap proximo de 0, o deslocamento

lim A'Z, ~

k>0 Ap—0

do centro faz-se segundo uma combinagdo linear dos vectores z, e z,, que correspondem aos lados cujo factor de
corte foi alterado.

Vejamos um exemplo. Para o tridngulo da figura seguinte tomou-se p = 0.5 e representou-se a sucessao
de poligonos para diferentes valores de Ap. Alinha a azul representa a aproximagao de 1.2 ordem, alinha a verde
aaproximacao de 2.* ordem e alinhanegra o valor exacto.

A aproximacao de 1.* ordem nao é muito fiavel quando nos afastamos de Ap =0, mas o termo de 2.2 ordem
mantém-se como boa estimativa do limite para uma larga gama de valores de Ap [l
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