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Uma Expansao-Beta?

As expansodes-beta foram introduzidas pela primeira vez pelo matematico htingaro A. Rényi, em 1957, e tém
vindo a ser estudadas até hoje, nomeadamente no contexto da area cientifica dos Sistemas Dinamicos. Um
aspecto de grande importancia e interesse nesse estudo é o da relagao entre certas propriedades das expansoes-
beta e a caracterizagdo aritmética da base 5.

Na introdugdo que se segue comegaremos por definir expansao numa base  qualquer, e ao longo deste
artigo faremos sistematicamente referéncia a expansio decimal de um ntimero real, para por em evidéncia as
semelhangas e diferengas com o caso de uma base ndo inteira. Na verdade, a construgao da expansao decimal e
as suas propriedades sdao semelhantes as da expansdo em qualquer base inteira, pelo que consideraremos este
caso mais geral. Quando for necessario frisar que nos estamos a restringir ao caso de a base ser inteira, usaremos
aletrab para designar essa base.

Convém, antes de mais, fixar alguma notagio: como habitualmente, R designa o conjunto dos
ntmeros reais,Q o dos racionais e Z o dos inteiros. Dado um numero real ¥, o simbolo| x| designa a parte inteira
de x, ouseja, Ly =max{neZ n<x}.

Por exemplo, 13,14 =3, V2-1)=0e¢ [-3,001 =-4.

Seja entdo f>1. Vamos concentrar-nos primeirono caso deum real 0<x,<1; definimos el=\_,8x0J ex=px,e,.

Temos obviamente: 0<e,<f e 0<x,<1 ; além disso x,~¢,8 +x,5".

Repetindo a operacao,

ez=\_/3x[J e x,=px-¢, e substituindo o valor de x, na equacio anterior,

X =elﬁ'l+x1ﬁ'l=elﬂ'1+ﬁ'l(ezﬂ'“rxzﬂ'l)=e1ﬁ'1+ezﬁ'z+x2ﬂ'2.

O leitor notara facilmente que podemos repetir esta operacao um qualquer niimero n de vezes, obtendo

arepresentacdo x,=e, +e,f*+...+¢,"+x," ou, numanotacdo mais precisa e sucinta,

7
X 0=I; & kﬁ-k'hx nﬁ .

em que as stcessoes e, e x, sao definidas a partir do termo inicial x, pela recorréncia e,,=|_,Bx,,,1J; x,=px,. e satisfazem
portanto as desigualdades 0<e,<f e 0<x,<1. Note-se que no caso de ff ser ndo inteiro, a condi¢ao nos coeficientes
podeserescritacomoe, e {0,1,...,|_/3J}, enquanto parauma base inteiraba condi¢ao ée,€{0,1,..., b-1}.

Outra formula que decorre facilmente das anteriores e que permite determinar o coeficiente ¢, apenas a custa
dos anteriores e de x, € a seguinte:

i-1

e=lp(x2, ep)]

k=1

e
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De facto, os coeficientes de um x,, relativamente a uma base f5, podem ser definidos como a tinica sucessao
{e,} de inteiros, satisfazendo, para todo 0721, as condigdes:

1.0<e,<B

2.0sxY", efr<B”.

Como p>1, fica claro que a sucessdo X', ¢,f* converge para x,, ou seja, x, é a soma da série 2., ¢,f* que
designamos por expansao de x,nabase .

A definicao da expansao generaliza-se facilmente a qualquer x>0: se x>1, existe um inteiro (tinico) m para o
qual se verifica f”'<x<B"; o nimero real x§", menor do que 1, tem uma expansio na base f, sejaela ¥, ¢,f%a
série T, €= € f =2, ef’ € entdo a expansio, na mesma base, de x, definindo a sucessdo dos
coeficientes parax pore=e’,,,.

Se nao existem duvidas sobre qual a base considerada, a expansdo pode ser representada pela sequéncia dos
coeficientes {¢,},_.,..,e se queremos dar conta apenas dos primeiros termos, podemos escrevé-los ordenadamente,
sem os indices, usando um simbolo convencional para separar os coeficientes de indice negativo dos restantes, e
indicando, por meio de reticéncias, por exemplo, que se esta a apresentar apenas um bloco inicial da expansao.
Temos assim, por exemplo, a familiar expressao
\2=1.4142135...=1+4(10) +1(10)*+4(10) *+2(10) “+1(10) *+... paraaexpansaonabase 10 de V2, 0u
\2=1.0110101...=1+2*+2*+2 +2+... para a expansdo do mesmo ntimero na base 2, sendo que na tltima expressdo
se omitiram as poténcias com coeficiente zero.

O leitor é convidado a realizar alguns calculos do mesmo tipo ou, melhor ainda, a escrever o seu préprio
programa para calcular, até uma ordem qualquer, os coeficientes da expansdo de um nimero dado numa
determinada base inteira. A possibilidade de desenvolver esse calculo estd, em geral, dependente do grau de
precisdo com que conhecemos o nimero em questdo (e, muitas vezes, conhecemos esse nimero exactamente
através de uma parte da sua expansao decimal!), mas, no caso, por exemplo, de niimeros da forma %, emque g
é racional, o calculo pode ser feito de modo exacto, com recurso apenas a aritmética dos inteiros. Essa
possibilidade estende-se a outros ntimeros algébricos (ou seja, raizes de polindmios com coeficientes inteiros)
emesmo ao caso de bases ndo inteiras mas que sejam niimeros racionais ou algebricos.

Por exemplo, se § for a raiz positiva do polindmio z*-z-1, temos \2=1+ 4+ +....

Evidentemente, nada impede que a expansao de um certo x,na base § seja finita, isto €, que para algum n se
tenhax =0 eportantoe=0 paratodook>n.

Outra situagao digna de nota, e a que voltaremos mais adiante, é a de a expansao-f de um determinado
ntimero ser (eventualmente) periddica; esclareca-se que uma expansdo Y., ¢j" se diz eventualmente
periddica, ou apenas periddica, se existir um inteiro 7 e um inteiro positivo p tais que para todo o k=i se tenha
e.,=¢;. Se p for o menor inteiro positivo satisfazendo aquela condi¢do, dizemos que a expansao tem periodo p,
e representamos a sucessao dos coeficientes usando uma barra para indicar o bloco periddico, que se repete

indefinidamente: e,...e, ¢,...¢,..,. Se a sucessao se inicia logo com o bloco periddico, diz-se que é puramente

np-1t
periddica.

Expansoes e sistemas dinamicos simbolicos

Antes de continuarmos, vamos fazer uma breve digressao para por em evidéncia a seguinte interpretagao da
construgdo da expansao para x,€[0,1[: a sucessao {x,} foi definida pela recorréncia x,=f (x,,) onde f designa a
funcio definida por £[0,1[>[0,1[f(x)=px-.px |, e, portanto, se designarmos por f a composicio de f com ela
propria, n vezes, deduzimos que x,=f"(x,). Descrevemos este facto dizendo que a sucessdo {x,} constitui a drbita
dex, poriteragdodef'.

Este é um exemplo relativamente simples de um sistema dinamico discreto: temos um conjunto, neste caso o
intervalo, cujos elementos estdo sujeitos a uma transformagao, dada aqui pela aplicagdo da fungdo f. E sugestivo
pensar nas sucessivas aplica¢des da fungao exactamente em termos temporais, considerando a érbita como um
itinerdrio em que partimos do ponto x, e em que, ao fim de  segundos (ou horas ou dias...), nos encontramos no

'A definigdo da fungdo f depende, de facto, do pardmetro f3, pelo que, quando se revelar conveniente, podemos designé-la por
£ Quando nao houver duividas sobre o parametro em questao, seguimos a pratica muito comum de nao o incluir na notagao.
Esta observacao aplica-se também, alias, aos coeficientese,.
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ponto x,. O termo discreto refere-se exactamente ao facto de nesta interpretacao o tempo ser discreto e nédo
continuo.

Uma forma de visualizar a 6rbita de um ponto x, passa por tragar, sobre o grafico de f, a diagonal do
quadrado [0,1[x[0,1[ e determinar os pontos da drbita, comegando no ponto (x,0), subindo na vertical até
encontrar o grafico de f no ponto (x,, f{x,))=(x,x,), seguir depois na horizontal até encontrar a diagonal em (x,,x,),
voltar a deslocar-se na vertical até ao ponto (x,,x,), e assim por diante.

Vejamos agora qual o papel dos coeficientes ¢,. Aconselhamos o leitor a acompanhar o seu raciocinio com a
observacdo do grafico da fungao f para b=2 ou b=3, bem como para uma base nao inteira, como a do exemplo
apresentado anteriormente. Esse grafico é constituido por | §.| segmentos de recta, com declive f; os extremos
inferiores desses segmentos, todos sobre o eixo y=0, definem uma particdo do intervalo [0,1[ em intervalos de

k k1

monotonia de f. No caso de a base ser um inteiro b, [0,1[=],u],U...I,, onde [, = [ e [, enquanto no caso de

uma base nao inteira f temos [0,1[=],Ul,U...]I, e os intervalos sdo definidos da mesma forma, com a tnica
diferencade que I, = [%, 1[.

O coeficiente ¢, é determinado pelo intervalo de monotonia a que x,, pertence, concretamente, e, =k=x,, €1, e
a orbita de x,, constituida por ntimeros reais, corresponde uma outra orbita ou itinerario simbdlico, dado pela
sucessao de intervalos visitados, ou seja, pela sucessdo {e,}, e torna-se claro que o itinerario simbdlico determina
completamente o ponto correspondente x, e a sua 6rbita.

O papel da fungdo fno intervalo é representado para o conjunto dos itinerarios simbolicos por um operador
deslocamento que designamos G, e que actuanuma sucessao deslocando um lugar para a esquerda os elementos
da sucessdo e eliminando o primeiro: se x tem o itinerario simbdlico e, e,...}, entdo f(x) tem o itinerario
a(fe, ey..))=ley ey}, 0 def(x) é 6¥({e, e,..})=les €., ete.

O conjunto das sucessdes, munido do operador deslocamento, € usualmente designado por subshift. Esta
correspondéncia entre orbitas constituidas por nimeros reais e drbitas simbolicas esta no cerne de uma das
abordagens mais influentes no estudo dos sistemas dinamicos, designada por dinamica simbolica. No nosso
caso, temos a propriedade muito particular de esta correspondéncia se traduzir nas igualdades
=X, 68" fxX) =2, e, e assim por diante.

Tal como os niimeros reais do intervalo [0,1] estdo ordenados, também as respectivas sucessdes simbolicas o
estao através da chamada ordem lexicografica, que nao é mais do que a generalizagao da ordem alfabética usual:
dizemos que a sucessao {¢,} € menor do que {¢’,} se para o primeiro termo em que diferirem se tiver ¢,<e’,. Eha
uma equivaléncia entre as duas ordens: x<x’se e s se 0s respectivos itinerdrios simbdlicos {e,} e {¢’,} estiverem na
mesma relacgao.

Ainda uma tltima observagao sobre a correspondéncia entre x, e a sua orbita, por um lado, e o respectivo
itinerario simbolico, por outro. A sucessao {e,} indica-nos a sucessdo de intervalos IL,],IL,“,... sucessivamente
visitados pela 6rbita, mas d4d-nos também uma sucessio de intervalos ],oJ,>... contendo 0 ponto inicial x,: 0
primeiro termo ¢, indica-nos apenas que xuelt.f] , mas x1=f(xu)elk,2 implica que x,€/,nf 'I(Ik,2)=]2; e, guarda a
informacao de que xzel‘,2 mas também de que x,e],nf 'Z(I‘,3)=]3.2 Obtemos assim uma sucessao de intervalos
encaixados, cuja intersec¢ao é precisamente o ponto inicial da érbita. Observando o grafico de f, vemos o que se
passa com clareza: em cada passo, dividimos o intervalo ], ja encontrado em f subintervalos e o préximo
coeficiente indica-nos qual deles é ], ,. Por exemplo, a expansao na base 2 V2-1=0x2 +1x2 H 12 +0x 2 +1x2 ..
mostra-nos que x,=\2-lest4 no intervalo J=I=[0,1/2[, ja que e=0, mas e,=1 diz-nos, mais precisamente, que
x,€]=[1/4,1/2] e assim por diante.

Notemos agora a primeira diferenca entre expansdes em base inteira e ndo inteira: no caso de uma base
inteira b, os intervalos de monotonia de f, tém todos 0 mesmo comprimento e a imagem de qualquer um deles

*Deve ficar claro o significado dos expoentes negativos: f (I, ) € a imagem inversa do intervalo pela funcdo, ou seja, 0 conjunto 25

b

. . - ;. . . ~ 2)
(x€[01[f(x) €L, }; do mesmomodo, f (I, ) € aimagem inversa deste intervalo pela fungéio composta 2.
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pela fungao é todo o intervalo [0, 1[; pelo contrario, no caso de uma base ndo inteira, o I, ¢ menor do que os outros
e, mais importante, f,(I,, )=[0,- B][.

Esta distin¢do traduz-se numa diferenga muito significativa entre expansdes em bases inteiras e expansoes
em bases nao inteiras. No primeiro caso, os coeficientes sdo independentes no seguinte sentido: sejam quais forem
os valores de ey, e,,...,e,, 0 coeficiente seguinte e,., pode assumir qualquer um dos valores admissiveis 0,1,...,b-1.

Pelo contrario, como Zki1|_ﬁjﬁ'k=% >1, existe um natural N tal que X" |B)*>1, eportanto, em qualquer
expansdo-g, os primeiros N coeficientes ndo podem ser todos iguais a [8J; os coeficientes ndo séo portanto
independentes.

Esta observagao, feita ja por Rényi, coloca o problema de saber como caracterizar o conjunto, chamemos-lhe
X, dassucessoes {e,} que podem ser a sucessao de coeficientes da expansao-f dealgum x<[0,1[.

Comecemos por realgar que para uma base inteira b as expansoes construidas nunca terminam com uma
infinidade de b-1; este facto, que confirmaremos ja adiante, sera igualmente familiar no caso b=10: uma dizima
infinita terminando por uma infinidade de noves pode ser representada por uma dizima finita (ou, se se preferir,
terminando numa infinidade de zeros); por exemplo, 0,7659=0,766.

O mesmo € verdade para expansdes em qualquer base inteira b: 0 "segredo” deste facto esta na conhecida
férmula da soma de uma progressao geométrica, ja usada no paragrafo anterior: Do b'k=b—lj1 .Daqui decorre que
se e,#b-1 ee=b-1¥k>n,entao T, (b-1)b'=(b-1)b""3,,, b"=b"e portanto
Yenebi=e . e by, (b-1)b'=e, b .. (e, +1)b7.

O que se passa € que a construgdo da expansio que descrevemos atras "evita” este tipo de ambiguidade,
escolhendo sempre a expansdo finita. Recorde-se, de facto, que para um dado ponto inicial x, se tem
x=Y e b +x b onde 0<x,<1; mas, por outro lado, x,b"=Y,, ., eb” e portanto, pelos calculos feitos atrés, se os
coeficientes nesta tiltima soma fossem todos iguais a b-1, teriamos x,=1.

Esta é de facto a tinica restri¢ao: o conjunto X, pode ser caracterizado pelas condicdes {e,} € X, seesd se

1.0<e,<b paratodo o n>1
2. {e,} ndo termina com uma infinidade de b-1.

Esta ultima condicio pode ser enunciada com vantagem do seguinte modo: 6”(le,})<b - 1, para todo o m=1,
onde a desigualdade deve ser naturalmente entendida no sentido da ordem lexicogréfica ja referida e b - 1
designa a sucessao constante.

Como vimosja, 2. (b-1)b" é a "falsa” expansio na base b de 1. Ela pode também ser vista como a expans&o
limite quando aproximamos 1 pela esquerda; por exemplo, a expansdo na base b de 1-b™ é, como o leitor
facilmente verificard, X"_(b-1)b".

Reencontramos um fenémeno semelhante no caso de uma base néo inteira. Seja g-L=Y,., ¢ ,f'a expansio-p
usual; o leitor verificaré facilmente que temos a igualdade 19 g J5'+3,, ¢ =X, ¢,f*"; caso esta expansio seja
infinita, € ela a "falsa" expansao de 1; caso aquela expansao seja finita, € preciso substitui-la por uma outra: de
facto, se se tiver 1=Y."_, ¢f", naturalmente com e,>0, um calculo simples envolvendo a soma de uma série
geométricacomrazdo ", da-nos

m-1
1=, B 2 e+ (e D"
=1 =1

O que se passa € que, enquanto a expansao finita esta associada a sucessao de coeficientes e, .,0,a expansao
infinita esta associada a sucessaoe....(e,-1), que é menor do que aquelana ordem lexicografica.

O exemplo mais simples ¢ o da raiz positiva f do polinémio z*-z-1 : temos nesse caso, como facilmente se
verifica,

52K+

1=ﬁ71+ ,rz=ﬁ4+ﬁrs+ ,75+m_z
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Vamos usar anotagao especial ¥, ¢,* paraesta"falsa" expansao de 1 nabase .

Pouco depois do artigo inicial de Rényi, o matematico inglés Bill Parry esclareceu completamente, entre
outros aspectos, que sucessbes de coeficientes podem ocorrer nas expansdes-f; usando a notacdo
anterior,{e,} € X, seesése, paratodoon>1,

1.0<e,<p

2.6"(fe,))<lc,).

E claro que os casos em que a sucessio {c,} é eventualmente periédica, e especialmente quando é estritamente
periddica, tém um interesse particular. Prova-se que a sucessao {c,} é estritamente periodica se e s6 se o conjunto
X, das sucessdes de coeficientes das expansoes-f € um "subshift de tipo finito" e que a sucessdo {c,} é
eventualmente periddica se e 56 se o conjunto X das sucessdes de coeficientes das expansdes-f é um "subshift
sofic". Nao podemos debrucar-nos aqui sobre a defini¢do e as propriedades destes importantes sistemas
dindmicos simbolicos, que sao, num certo sentido, os mais simples e portanto os que se prestam mais facilmente
aum estudo detalhado.

E aqui que surge a interaccdo com as propriedades aritméticas da base . Curiosamente, no sao os numeros
algebricamente mais simples, ou seja, os racionais, os que ddo origem a expansdes mais faceis de caracterizar.
No momento actual, parece quase tao dificil estudar as expansdes-f para f=n como para f=3/2! Para caracterizar
as bases ndo inteiras mais simples temos de entrar, ainda que muito superficialmente, no terreno da Teoria dos
Nuimeros Algébricos.

Um namero f diz-se algébrico se for raiz de um polindmio com coeficientes racionais (em que podemos
assumir que o coeficiente do termo de maior grau é 1). Entre todos os polindmios desta forma que tém f§ como
raiz, existe um de grau minimo, o chamado polindmio minimal de . As restantes raizes (reais ou complexas) do
polinémio minimal de  sdo os seus conjugados. Finalmente, se os coeficientes do polinémio minimal de  forem
inteiros, este é um inteiro algébrico.

Um ntimero de Perron é um inteiro algebrico  real maior do que 1 e maior em moédulo do que todos os seus

5+\5
2

éum

conjugados. Porexemplo, V2 é um inteiro algébrico mas ndo um nuimero de Perron, enquanto
numero de Perron.

Um nimero de Pisot € um niimero de Perron cujos conjugados tém todos médulo menor do que 1.

Ora, prova-se que se § ¢ um nimero de Pisot, entdo a respectiva sucessdo {c,} ¢ (eventualmente ou
puramente) periédica e portanto o conjunto X, € de tipo finito ou, pelo menos, sofic.

No sentido inverso, prova-se que se a sucessdo {c,} € eventualmente ou puramente perioddica, entdo f é um
numero de Perron.

Mas existem ntimeros de Perron cuja sucessao néo é eventualmente periddica, tal como existem outros que
tém sucessdo eventualmente ou até puramente periddica que ndo sdo numeros de Pisot. Em resumo, a
caracterizacdo algébrica ou aritmética das bases em relacao a complexidade das expansdes associadas é ainda,
em parte, um problema em aberto.

Resta-nos mencionar um outro aspecto das expansdes-f§ que se mantém igualmente como tema de intensa
investigagdo: a caracterizagao, em func¢do da base, dos nimeros com expansao finita ou periddica.

No caso de umabase inteira b, o problemaé elementar.

Aexpansdonabase b de x, é finita se e s6 se x, € um racional 7 tal que todos os factores primos de g dividem

-~ . . B p” .~ s yon)
b. De facto, se a expansao for finita, temos x=x",, ¢ k=h7, 0 que mostra que a condicdo é necessaria.

Reciprocamente, se x,= 7e todos os factores primos de q dividem b, ¢ evidentemente possivel, multiplicando o

7

. - P < o
numerador e o denominador por um factor apropriado, escrever x,= 7 - Como p’ tem uma expansao finita na

base b, p'=2", al/,em que os coeficientes satisfazem 0<ag<b, temos x=2"., abl"=2",,, e, definindoe=n,,,.
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Por outro lado, como o leitor certamente sabe, pelo menos no caso b=10, a expansao de x, na base b é
(eventualmente) periodica se e s6 se x, for racional.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que uma expansio eventualmente periddica, numa base inteira b,
corresponde a um numero racional. Para provar a reciproca, chamamos a atengio para o facto de que se

p

X= ﬁtemos bﬁp =e,+x,, ou seja, bp=ge,+qx,, o que implica que gx, € um inteiro e 0 mesmo se passa obviamente para

todos os x,; mas ha apenas um numero finito de niimeros no intervalo [0,1] que satisfazem essa condigado, pelo
que a sucessdo x, tem de ser eventualmente periddica, o que implica que também a sucessdo e, seja
eventualmente periddica.

Os problemas correspondentes para bases nao inteiras sao consideravelmente mais dificeis e os resultados
mais significativos envolvem, mais uma vez, elementos da Teoria dos Numeros Algébricos.

Seja p um ntimero algébrico. O conjunto dos nimeros da forma x=3."., g, constitui um corpo, designado por

QIB]. Nao é dificil deduzir quesex=%,., e tem expansio-f periddica, entio xcQ[f].

Os matematicos Anne Bertrand-Mathis e Klaus Schmidt demonstraram que a reciproca € verdadeira se g for
um numero de Pisot, ou seja, designando por Per(B) o conjunto dos niimeros x<[0,1[ que tém expansao-f
(eventualmente ou puramente) periodica, tem-se Per(8)=Q[B][0,1].

Esta propriedade ndo é exclusiva dos nimeros de Pisot, mas Schmidt provou que se Q n[0,1[< Per(B), entdo
B énecessariamente um nimero de Pisot ou de Salem.

Nos tltimos anos, a investigagado sobre as expansodes-f3 e suas generaliza¢des tem-se mantido extremamente
activa através do trabalho de matematicos como Anne-Bertrand Mathis, Christiane Frougny, David Boyd,
Nikita Sidorov ou Shigeki Akiyama, entre outros. Os problemas relacionados com a caracterizagdo das
expansdes periddicas tém sido, sem diivida, dos que mais tém concentrado as atengdes dos investigadores.

Apesar de as expansoes-§ serem objecto de estudo de numerosos artigos de investigacdo e um exemplo
constantemente referido, quer no contexto da Teoria dos Sistemas Dinamicos quer em certos aspectos da Teoria
dos Numeros Algébricos, o autor destas linhas ndo conhece um livro que faga uma apresentagdo elementar e
razoavelmente completa e actualizada destes interessantes objectos matematicos. Deixamos, no entanto, ao
leitor mais interessado algumas referéncias bibliograficas que podem servir de ponto de partida para o seu
estudo.
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