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Coordenadas Trilineares e Baricéntricas

Caro Leitor,

Entre as frases explosivas que se costumam
disparar a investigacdes e resultados matematicos
esta a famosa “para que é que isto serve?” Nos,
matematicos, também ndo ajudamos muito pois, por
uma parte, acreditamos em geral que a matematica
é uma arte com uma justificagdo essencialmente
estética e, por outro lado, ndao costumamos estar
empenhados nas suas aplicagdes reais, que
consideramos propriedade privada de engenheiros
e fisicos. Desta vez, esperamos alegrar-vos com uma
teoria geométrica de grande interesse na resolugao
de problemas complexos sobre tridngulos.

Definamos para quaisquer quatro pontos W, X, Y
e Z, com Y#Z pertencentes a uma recta o quociente de
segmentos orientados (ou vectores) da seguinte
forma:

T _
YZ |7Z|

em que | WX| denota a distancia entre We X, |YZ] a
distancia entre Ye Z e € vale 1 se 0s vectores WX e YZ
tém o mesmo sentido ou -1 no caso contrario. Sejam
agora A,B dois pontos (distintos) no plano ou no
espaco e designemos g=g,, a recta por eles definida.
Para qualquer ponto Peg define-se (a,f) como as
coordenadas baricéntricas de P (relativamente a A, B),

or J— N
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Usaremos também a notagdo P=a.A+BB, que retém
a informacdo dos pontos relativamente aos quais
se calculam as coordenadas baricéntricas.
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Se contemplarmos um segmento AB como uma
alavanca e desejarmos equilibrar um peso a aplicado
em A, com um peso ff aplicado em B, entao o fulcro da
alavanca deve estar exactamente no ponto P=aA+f3B.
Isto é consequéncia dalei de Arquimedes mencionada
na Gazeta de Matemidtica 155.

Os sinais das coordenadas baricéntricas (a, ) de
P=aA+pB dependem da posicao de P relativamente
aos pontos A,B. Ambas as coordenadas sao positivas
se e s6 se P estd entre A e B, situagdo esta que
denotamos por A-P-B. No caso A-P-B é facil
demonstrar que o ponto P=aA+gB divide o segmento
AB na porgéo f:r. Em qualquer caso, notemos que
a soma das coordenadas baricéntricas de um ponto
ésempreigualal.

Também ¢é possivel calcular as coordenadas
baricéntricas de um ponto P usando calculo vectorial.
Para tal, escolha-se um ponto Ogg,, e considerem-se
os segmentos OA e OB. Tragando rectas paralelas
as rectas de suporte de OA e OB, passando por P,
determinam-se os pontos P, e P, E ClaroﬁEOP,ﬁﬁg

(verfigural).

;)igural
Tendo em conta a semelhan¢a de triangulos,
AAP,P~AAOB~APP,B, obtém-se
or| _|B:A _|PB| [oB| _|P.H_|4P|
lo4 |04 |48 ~ |oB| |oB| |48|
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Por outras palavras, sendo (a,8) as coordenadas
baricéntricas de P relativamente a A e B, temos
@=a@+ﬁo—3. Tendo o necessario cuidado com os
sinais, sobretu_dp nos casos P-A-B e A-B-P, obtém-se
igualmente OP=aOA+BOB. Assim, as coordenadas
baricéntricas de P sdo as coordenadas da
representagdo tinica de P enquanto combinagao linear
de OA e OB. Esta forma de calcular as coordenadas
baricéntricas é importante, mas ndo € tao satisfatoria
como a primeira, pois depende da escolha de O
(um ponto exterior arecta).

Passemos agora as coordenadas baricéntricas em
duas dimensoes. Trés rectas nao concorrentes, ou trés
pontos ndo colineares do plano, determinam um
triangulo AABC. A recta c=g,, define no plano dois
semiplanos. Designamos por semiplano positivo e
denotamo-lo por H',, aquele semiplano que contém
o interior do triangulo. No caso contrario, esse
semiplano designa-se por semiplano negativo e denota-
se por H .. Procedendo deigual modo para as restantes
rectas a=g,.e b=g., obtemos H,, H,, H', e H,. As sete
regides determinadas pelas intersec¢des de trés
semiplanos estao etiquetadas pelos sinais na figura 2.
(Um pontoem H : NH b+ N H estdnaregiao (++-)
etc.)

Dado um ponto P qualquer do plano, sejam P, P,
e P_as distancias de P as rectas 4, b e ¢, munidas dos
sinais positivo ou negativo conforme P esta no
respectivo semiplano positivo ou negativo. Mais,
sejam 1, h, e h,as distancias de A, B, Cas rectasa, bec;
por outras palavras, considerem-se h,, h, e h_.as alturas
dotriangulo AABC.

a
-+ +

Figura 2

Definem-se as coordenadas trilineares e coordenadas
baricéntricas do ponto P relativamente a A, B, C pelos
ternos
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tri(P):(pu D, :p(,) e bar(P):(&,&,&J,
h, " #

Com o uso dos “dois pontos” no caso das
coordenadas trilineares queremos identificar ternos
a menos de proporcionalidade. Concretamente, para
qualquer real =0, considera-se (p,: p,: p.)=(rp.: 1p,: 1p.)-

Um ponto tem primeira coordenada baricéntrica
nula se e s6 se pertencer arecta 4, segunda coordenada
baricéntricanula se e s se pertencer a recta b e terceira
coordenada baricéntrica nula se e s6 se pertencer a
recta ¢; como € evidente, temos bar(A)=(1,0,0),
bar(B)=(0,1,0) e bar(C)=(0,0,1). Mais uma vez, as
coordenadas baricéntricas tém soma 1.

Problemal.

Mostre que a soma das coordenadas baricéntricas
dePéigualal.

Sugestao: calcule as dreas de alguns triangulos
obtidos na figura 2 introduzindo certos segmentos
adicionais.

Assim, do conhecimento sobre duas das trés
coordenadas baricéntricas podemos deduzir a sua
terceira coordenada baricéntrica.

Problema 2.

Sejam_zﬁ e b dois vectores aplicados num ponto O
definindo em O um angulo diferente de 0 e n. Sejam «,
p>0. Entao o vector a{_z:rp’gdefine uma semi-recta com
origem O. Em que razdo divide esta semi-recta o
segmento que liga as extremidades dos vectores d,b?

Dado um triangulo e um seu vértice, uma ceviana
é um segmento de recta que o une ao lado oposto
do triangulo.

Problema 3.

Demonstre o Teorema de Ceva: Num tridngulo
AABC, dados os pontos XeBC, YeCA e ZeAB, as
cevianas, AX, BY, CZ sio concorrentes num ponto P fora
das rectas de suporte dos lados de AABC seesése

Problema4.
Deduza a partir do Teorema de Ceva as seguintes
proposigoes:
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(I) As medianas de um triangulo intersectam-se
num ponto designado baricentro.

(II) As bissectrizes de um triangulo intersectam-se
num ponto designado incentro.

(OI) As alturas de um tridngulo intersectam-se
num ponto, designado ortocentro.

(IV) Sejam T, T, e T. os pontos de tangéncia da
circunferéncia inscrita em AABC, de lados a, b, ¢,
respectivamente. Entao as cevianas AT, BT, e CT,
intersectam-se num ponto que se designa ponto de
Gergonne ou ponto de Nagel.

Problema5.

(I) Quais sao as coordenadas baricéntricas do
baricentro? E quais as do incentro? Em particular,
mostre que as coordenadas trilineares do incentro I
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sdo tri(P)=(a:b:c) ondea, b, csdo oslados do triangulo,
opostos aos vértices A, B, C, respectivamente.

(II) As coordenadas trilineares do circuncentro
dum triangulo sao dadas por

(sin2/<f: sin 2B :sin 26).

Problema 6.
(I) Sejam AX, BY, CZ cevianas de AABC
concorrentesem I. Entdo vale:

AI BI CI

AX BY zZ %
(IT) No caso de I ser o incentro de AABC, entdo
tem-se:
LAl B8

47 4x By Ccz 27
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