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Moeda Universal

Através de um s6 lancamento de uma moeda equilibrada podemos realizar
uma escolha aleatdria com dois resultados possiveis e equiprovaveis.
No texto é apresentado um algoritmo que generaliza este procedimento para
o caso em que os dois resultados possiveis tém probabilidades quaisquer,

e

Caderno_2

peqp+q=1.
1. Introducio

Através do lancamento de uma moeda
equilibrada podemos realizar uma escolha aleatéria
com dois resultados possiveis e equiprovaveis.

Exemplo:

A senha de almogo numa cantina permite escolher
um prato de peixe ou um prato de carne. No caso de
alguém estar indeciso sobre a escolha a fazer pode
recorrer ao langamento de uma moeda equilibrada,
depois de previamente associar 'carne' a uma face
e'peixe’' aoutra.

Considere-se agora o seguinte problema. O Jodo
costuma estudar com a Maria ou com a Paula.
Um dia resolve convidar uma delas para ir ao cinema,
mas estd indeciso sobre quem convidar. “Vou atirar
uma moeda ao ar”, diz para si mesmo, retirando
uma moeda do bolso. Mas detém-se por uns instantes
e pde em causa a justeza do procedimento: “no tltimo
més estudei cinco vezes com elas, duas das quais com
a Maria e as restantes trés com a Paula. Parece-me
mais justo convidar a Paula”, pensou. E continuou
com os seus pensamentos, olhando para a moeda que
tinha na mao. “O que me dava jeito era uma moeda
desequilibrada de cujo langamento pudesse resultar
uma das faces, com probabilidade 2/5, que eu
associava a Maria, ou a outra face, com probabilidade
3/5, que eu associava a Paula.” Foi entdo que lhe
ocorreu a questdo: “Havera maneira de fazer a escolha
por meio de lancamentos de uma moeda equilibrada,

quinta-feira, 10 de Dezembro de 2009 18:25:51

respeitando as probabilidades dos resultados Maria
ePaula?”

A secgdo 2 deste texto apresenta um algoritmo
muito simples, cuja execugdo permite fazer uma
escolha aleatdria com dois resultados possiveis, com
probabilidades p e g, p + g = 1. Designamos este
algoritmo por Moeda Universal. A sua execugio requer
apenas a representacdo na base 2 deuma qualquer das
probabilidades envolvidas e uma moeda equilibrada.
O algoritmo Moeda Universal fornece uma
interpretacdo interessante do desenvolvimento na
base2 de um niimerorealr,0<r<1.

2, Algoritmo para realizar uma escolha aleatéria
com dois resultados possiveis, com probabilidades
P e q, p+g=1, por meio de lancamentos sucessivos
de uma moeda equilibrada.

Vamos descrever o procedimento para o caso
do problema do Jodo, salientando os seus pontos
essenciais. Cada etapa do procedimento consiste

Cara Coroa

Figura 1
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no lancamento de uma moeda equilibrada e na
interpretagdo do resultado obtido, por meio de um
rectdngulo desenhado previamente. Cada rectangulo
¢ dividido em duas partes iguais, que representam
cadauma das faces damoeda (figura 1).

Comecamos por obter o primeiro rectdngulo do
processo, representado na figura 2. Para tal,
dividimos o rectangulo da figura 1 em cinco partes
iguais. Trés dessas partes, a cinzento na figura 2,
representam o resultado possivel Paula. As restantes
duas partes, a branco na figura 2, representam o
resultado possivel Maria. Em cada um dos
rectangulos gerados ao longo do processo, as cores
cinzento e branco estdo sempre associadas aos
resultados possiveis Paula e Maria, respectivamente.
Ametade Cara de cada rectdngulo é sempre associada
a cor dominante (que pode variar com o decorrer do
processo—ver seguimento do exemplo).

Coroa

Cara

Figura 2

Efectua-se entdo o primeiro lancamento da
moeda, interpretando o seu resultado do seguinte
modo:

— Se a face obtida for Cara, entdo o resultado
da escolha é Paula, uma vez que a metade Cara
do rectdngulo, por ter cor cinzenta, estd associada
aoresultado Paula. O processo termina;

— Se a face obtida for Coroa, entdo nada fica
decidido, uma vez que a metade Coroa do rectangulo,
por ter duas cores, nao esta associada exclusivamente
aum dos resultados possiveis, Paula ou Maria. Neste
caso, tem lugar um novo lancamento.

Para interpretar o novo lancamento desenha-se
um novo rectangulo, no qual se respeita a propor¢do
branco/cinzento, 4/1, que ocorre na metade Coroa
da figura 2, tendo a ateng&o de fazer corresponder a
metade Cara a cor dominante, isto é, a cor branca

0

quinta-feira, 10 de Dezembro de 2009 18:25:54

(figura 3). Se a proporg¢do branco/cinzento fosse 1/1,
entdo qualquer uma das metades do rectangulo
ficaria a cinzento e a outrametade a branco.

Se a face obtida no novo langamento for Cara,
entdo o resultado da escolha é Maria, uma vez que a
metade Cara no rectdngulo, por ter cor branca, estd
associada ao resultado Marja. O processo termina.
Se a face obtida for Coroa, entdo tem lugar um novo
lancamento que vai ser interpretado num novo
rectangulo, no qual se mantém a proporgéo das areas
das cores na metade Coroa da figura 3, e tudo se
repete.

Cara Coroa

Figura 3

Asfiguras 4, 5 e 6 representam os trés rectdngulos
seguintes gerados pelo processo, no caso de o
resultado dos primeiros quatro langamentos da
moeda ser uma sequéncia de quatro Coroas. Note-se
que os rectdngulos das figuras 2 e 6 sdo iguais, pelo
que asequéncia de rectangulos €, neste caso, periodica
— as representacdes na base 2 das probabilidades
envolvidas sdo niimeros racionais de periodo igual a
4.

Coroa

Cara

Figura 4
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Cara Coroa

Figura 5

Cara Coroa

Figura 6

Este processo corresponde a execugdo do
algoritmo seguinte.

Algoritmo1

Algoritmo para realizar uma escolha aleatéria
com dois resultados possiveis, com probabilidadesp e
4, ptq=1, por meio de langamentos sucessivos de uma
moeda equilibrada.

1. Considerar um rectangulo como oda figura 1.

a.Orectdngulo tem dreaigualal.

b. Orectangulo é preenchido com duas cores, cada
uma delas representando um dos dois resultados
possiveis.

c. A area correspondente a cada cor € igual a
probabilidade do resultado que he estd associado.

d. A regido correspondente a cada cor é um
rectangulo.

e. A metade Cara do rectangulo é totalmente
preenchida com a cor do resultado de maior
probabilidade. Se os resultados tiverem igual
probabilidade, entdio a metade Cara pode ser
preenchida com qualquer uma das cores, sendo a
metade Coroa preenchida com a outra cor.
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f. Designar este rectangulo por R,. Fazeri=1.

2. Efectuar o i-ésimo lancamento de uma moeda
equilibrada e interpretar o resultado usando o
rectangulo R, do seguinte modo:

2.1 Se a face obtida for Cara, entdo o resultado da
escolha é o que estéd associado a cor da metade Cara de
R.. Aexecucio do algoritmo termina;

2.2 Se aface obtida for Coroa, fazer o seguinte:

2.2.1Se ametade Coroa de R, tiver apenas uma cor,
entdo o resultado da escolha é o que est& associado a
essa cor. Aexecucdo do algoritmo termina;

2.2.2 Se a metade Coroa de R, tiver duas cores,
entao:

— Somar 1aovalordei;

- Obter um novo rectangulo preenchido com as
duas cores da metade Coroa de R,, na mesma
proporgdao de dreas ocupadas, e respeitando as
condicdes dasalineas1d e 1e;

—Designar estenovo rectangulo por R;

—Irparao passo 2 do algoritmo.

Vamos mostrar que este algoritmo € correcto, i.e.,
a sua execugdo representa de facto um processo
de escolha aleatéria com dois resultados possiveis,
de probabilidadespeg.

Para facilitar a exposi¢do que se segue, vamos
associar as faces Cara e Coroa da moeda equilibrada
os digitos 1 e 0, respectivamente. Com esta notacio,
a sequéncia 0010, por exemplo, lida da esquerda para
a direita, representa o resultado Coroa, Coroa, Cara,
Coroa, de quatro lancamentos sucessivos de uma
moeda equilibrada. Ao longo do texto, representamos
um numero decimal qualquer, x, na base 2,
escrevendox,.

Os resultados que se seguem usam a notagdo
eaterminologia do algoritmo1.

Proposicio1

Se p, geR’ sdo tais que O<p, ¢<l, p+g=1,
p=0.d,d,d,..., entdo g admite uma representacio na
basedois, =0.4'd'd'; ..., tal que d+d'~1,1=1,2,3,....

Prova

Fazendo

,sed, =1
& =1-d, - 0,sed,;
1,sed, =0

obtemosd#d'~1,i=1,2,3,...ep,+4,=0.1(1)=1.
Como exemplo, sejam p,=0.11 e ¢,=0.01, p+g=1.
Podemos representar p e g das formas p,=0.10(1),
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4=0.01(0) ou p,=0.11(0), 4,=0.00(1), de modo a termos
dd’'=1, i=1,2,3,.... No seguimento deste texto,
assume-se que as representagdes na base 2 de duas
probabilidades, p,, q,, com p+g=1, sdo tais que d+d’~1,
=1,2,3,....

Proposicdo 2

=0.d,,d,d,...e q,=0.d"d',d', ... sdo as probabilidades
dos dois resultados possiveis de uma escolha
aleatéria, entdo as 4reas correspondentes as coresp e g
do rectangulo R, i=1,2,3,..., em que ¢é interpretado o
resultado do i-ésimo lancamento de uma moeda
equilibrada, sdo iguais a p,=0.dd,.d,...  4,70.dd,.,d,,...,
=1,2,3,..., respectivamente.

Prova

A prova vai ser feita por indugéo sobre o ntimero i
de lancamentos. A proposicdo é vélida para =1, uma
vez que no rectingulo inicial, R, as areas
correspondentes as cores p e q sdo p,p,;=0.ddd, ... e
9.~4,=0.ddd, .., respectivamente. Tomemos agora
como hipétese de indugdo a validade da proposigdo
para i=k, ou seja, as areas associadas as cores
p e g no rectingulo R, sio p,=0.dd..di,... €
q"2=0.d',‘d’md’m..., respectivamente. Vamos mostrar
que, no caso de ter lugar um novo langamento, o
(k+1)-ésimo, o seu resultado vai ser interpretado no
rectdngulo R,, com as dreas p™'~0.d,.di.dus. €
q"”2=0.d’md’md',ﬂ3..., associadas as cores p e g,
respectivamente.

Estamos a supor que o resultado em cada um dos
primeiros k lancamentos é Coroa (sendo nao haveria
lugar a um (k+1)-ésimo lancamento). Suponhamos
também, sem perda de generalidade, quep’,>¢, (a
metade Cara do rectangulo R, é totalmente
preenchida com a cor de p). Podemos afirmar
oseguinte:

— A 4rea correspondente a cor p na metade Coroa

dorectinguloR,éiguala pf- % =0.0d,,,d,.,

— A drea correspondente & cor g na metade Coroa
dorectanguloR, éigual a g, =0.d4",,. & s..-.;

—Quando se constréi o rectangulo R,,,, o que se faz
é atribuir a cada uma das cores o dobro da area que Ihe
corresponde na metade Coroa do rectangulo R, (ver
subpasso 2.2.2 do algoritmo 1). Notemos que
multiplicar por 2 um niimero na base 2 corresponde
a deslocar uma casa para a esquerda, em relacdo
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a virgula, toda a sequéncia fracciondria do ntiimero.
Neste caso temos:

1 "
z(pk _EJ =04y =P5

qu =04, 85 = q;ﬂ

Concluimos que as areas associadas a p e g,
no rectdngulo R, sdo iguais a p*', e g,
respectivamente, o que completa a prova por indugéo.

Aproposi¢ao seguinte é consequéncia da anterior.

Proposicio 3

Se p,=0.ddd,... e q,=0.d',d",d’,... sdo as
probabilidades dos dois resultados possiveis de uma
escolha aleatéria, entdo a metade Cara do rectangulo
R, no qual é interpretado o resultado do i-ésimo
lancamento de uma moeda equilibrada, esta
associadaap, sed;=1,ouag,sed’ =1,i=1,2,3....

Prova
Da proposicdo 2 sabemos que as dreas associadas
a p e g no rectdngulo R, sio p,=0.dd,d,,...
eq 0.4 4 . d..,i=1,2,3.., respectivamente.
Porserd=d. e
max(s. )~ {”:' sed -1
q,,sed;=1
etambém pelo facto de a cor da metade Cara de R;ser
a que corresponde a maior drea, decorre a validade
da proposicao.

Proposicio 4

Se A é um dos dois resultados possiveis de uma
escolha aleatoria e p,=0.d,dd,... a probabilidade que
Ihe estd associada, entdo a probabilidade de a
execucdo do algoritmo terminar com a escolha de A

noi-ésimo lancamento damoeda éigual a %, i=12,-
Prova
Da proposicio 3 sabemos que se d=0 entdo
a metade Cara de R, estd associada a g, pelo que
a probabilidade de o resultado da escolha ser A no

i- ésimo lancamento éiguala 0, i.e., igual a ; = Z—: .Se

d~1, entdo a metade Cara de R, esta associada a p.
Existem 2’ sequéncias de 0s e 1s com comprimento i.
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S6 uma delas, 00...01, corresponde a obtengdo de
Coroa em cada um dos primeiros i-1 langamentos e de
Carano i-ésimo langamento, pelo que a probabilidade
de o resultado da escolha ser A no i-ésimo langamento

éiguala L 2,
22
Aproposicao seguinte mostra que o algoritmo ¢
correcto.

Proposicio5

Se A é um dos dois resultados possiveis de uma
escolha aleatdria e p,=0.d,dd,... a probabilidade que
TIhe estd associada, entdo:

a) A probabilidade de a execugdo do algoritmo
terminar com a escolha de A, em ndo mais de i

‘; Ld
lancamentos, é igual az 2—: p
k=1
b) A probabilidade de a execugdo do algoritmo
terminar com a escolha de A tende para p quando
consideramos sequéncias de langamentos cujo
comprimento tende para infinito.

Prova
a) Consequénciaimediata da proposigio 4.

b) ]imii =p
ka0 4= i

A proposicdo seguinte garante que o algoritmo 1
termina.

Proposicio 6
Qualquer execugdo do algoritmo 1 termina.

Prova

Toda a execugdo do algoritmo termina quando
o resultado do langamento da moeda é Cara.
A probabilidade de tal acontecer tende para 1 com
onumero de lancamentos.

As proposi¢cdes anteriores permitem-nos
reescrever o algoritmo atras apresentado sem recorrer
a figuras, utilizando apenas uma moeda equilibrada
e a representacdo na base 2 de uma das duas
probabilidades envolvidas. Designamos por Moeda
Universal esta nova forma do algoritmo. A moeda
é lancada até resultar a face que se associou a 1
(escolhida previamente). Se tal sucede no
i-ésimo langamento, entdo o resultado da escolha
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é o correspondente a probabilidade cujo i-ésimo
digito da parte fraccionaria éigualal.

Algoritmo 2: Moeda Universal

Algoritmo de escolha aleatdria com dois
resultados possiveis, designados por A e B, com
probabilidades p e g, respectivamente, p + g = 1 por
meio de langamentos sucessivos de uma moeda
equilibrada. Sejam p,=0.dd.d.... e q=0.d"d’,d’,..., tais
qued+d’=1, i=1,2,3....

1. Numerar as faces damoeda comOe 1.

2.5ejai=1.

3. Efectuar o i-ésimo langamento da moeda. Seja R
ontmero da face resultante.

4. Se R=0, entdo somar 1 ao valor de i. Ir para o
passo 3 doalgoritmo.

5. Se R=1, entdo o resultado da escolha é A (B) se

d=1(d,=0). A execu¢do do algoritmo termina.

Exemplo1
Fazer uma escolha aleatdria com dois resultados

1 4
possiveis, de probabilidades p = 5 eq= 5

Na base 2 temos p,=0.0011(0011) e 4,=0.1100(1100).
Podemos efectuar lancamentos sucessivos da moeda
até surgir a primeira Cara (1), utilizando depois
a sequéncia obtida para executar o algoritmo.
Consideremos a sequéncia de langamentos
correspondente a 001 (da esquerda para a direita).
Aexecugdo do algoritmo envolve os seguintes passos:

Passo2. i=1

Passo 3. R=0

Passo 4. i=2

Passo3. R=0

Passo 4. i=3

Passo3. R=1

Passo5. R=1=d,

A execucdo do algoritmo termina com o resultado
associadoap.

Se as probabilidades envolvidas forem iguais,
entdo a execugdo do algoritmo 1 necessita apenas de
um langamento. Neste caso, porém, o algoritmo 2 é
menos eficiente do que a comum escolha com um
tnico langamento da moeda, podendo ser necessarios
varios lancamentos para efectuar aescolha.

Exemplo 2
Fazer uma escolha aleatéria com dois resultados
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possiveis, de probabilidades p,=0.1(0) e ,=0.0(1),

g
P=a=5-

Se o resultado associado a p néo € escolhido no
primeiro langcamento, entdo o algoritmo termina com
o resultado associado a g, uma vez que p,=0.d,dd....,

comd=0,1=2,3,....

Comentario final

Outra forma de fazer uma escolha aleatéria com
dois resultados possiveis, por meio de lancamentos
sucessivos de uma moeda equilibrada, foi sugerida
por um leitor de uma versdo inicial deste texto, e
consiste em tomar os resultados dos lancamentos da
moeda para gerar um namero aleatério 7, 0 <r <1,
sendo o resultado da escolha p, se r <p, ou g, se r > p.
O algoritmo correspondente é o seguinte. Seja
p=0.ddd..... Designar os resultados dos sucessivos
lancamentos da moeda por d’, i=1,2,3,.... Se for d'=d,
entdo fazer um novo lancamento; se for d'#d, ,entdo
escolherpsed’<d, ougsed >d.

Exemplo 3

Seja p,~0.011011. Se o resultado dos trés primeiros
langamentos for 010, entdo temos d’,<d, e o resultado
da escolha & p; se o resultado dos quatro primeiros
lancamentos for 0111, entdo d’,>d, e o resultado da
escolhaég.

Existe uma diferenca entre este algoritmo e o
algoritmo Moeda Universal, que torna o ultimo
vantajoso. O exemplo 3 mostra que a execugdo do
algoritmo agora apresentado pode terminar com o
resultado Cara ou com o resultado Coroa, pelo que a
sequéncia de lancamentos da moeda, s6 por si, ndo
contém informagao suficiente para marcar o final da
execucao (este depende também dos digitos de p). Na
execucdo do algoritmo Moeda Universal, no entanto,

Referéncias

o numero de lancamentos a efectuar é independente
das probabilidades envolvidas (os langamentos
terminam quando resulta o primeiro 1). Esta
independéncia do critério de paragem, em relacédo aos
objectos da escolha, caracteriza o algoritmo Moeda
Universal e justifica a sua designacdo, dado ser
também uma propriedade de uma escolha aleatoria
com dois resultados possiveis, equiprovaveis, por
meio de um sé langamento de uma moeda
equilibrada.

A razdo de ser desta diferenca entre os dois
algoritmos € a seguinte: o algoritmo apresentado
neste comentario final procede por comparagdes dos
resultados dos sucessivos langamentos da moeda,
com os digitos binarios da parte fraccionaria de uma
das probabilidades envolvidas d,, d,, d,,..., enquanto o
algoritmo Moeda Universal usa, para esta comparacao,
néo os digitos bindrios da parte fracciondria de uma
das probabilidades envolvidas, mas sim os digitos
binarios de uma sequéncia infinita de zeros
(quaisquer que sejam as probabilidades envolvidas).
Esta sequéncia de zeros funciona como uma
sequéncia candnica para a escolha.

O interesse do algoritmo Moeda Universal reside na
interpretagao que sugere da parte fraccionaria binaria
de um ndmero positivo menor do que 1, e também na
particularidade do critério de paragem referida neste
comentario final. Questdes de eficiéncia
computacional nio foram consideradas.

O autor agradece, por antecipagdo, todos os
comentdrios dos leitores. Em particular, agradece
todas as referéncias bibliograficas de publicacGes que
apresentem um algoritmo idéntico ao que neste texto
se designa por Moeda Universal.

A bibliografia abaixo indicada tem por finalidade
permitir ao leitor esclarecer eventuais questdes sobre
fundamentos de probabilidades ([1], Capitulo VII) e
representacdo de nimerosna base 2 ([2], Capitulo 2).11
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