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O Referee Perteito

Convidar a Isabelle para verificar as nossas contas pode ser uma maneira
simpatica de comegar um longo dia de trabalho. Vamos descobrir, no entanto,
um revisor implacavel, capaz de encontrar a mais pequena falha de
raciocinio. E que nao vai aceitar um convite parajantarno fim dajornada.

Formalizar a matematica é um velho sonho dos
profissionais no assunto. Desde Euclides, pelo menos,
ha a preocupagdo de escrever o conjunto
de conhecimento ja adquirido de uma forma simples,
sistemdtica, puramente dedutiva. A principio,
a matematica consiste em duas partes: um conjunto
de verdades a priori, os “axiomas” ou “postulados”
e uma maquina de produgdo de verdades derivadas,
aldgica.[1,2,3]

Para cumprir esta tarefa, precisamos de uma
linguagem formal, como, por exemplo, escrever
“p e g” na forma “p * 4" ou entdo “p implica 4” como
apenas “p — q”. As vantagens do uso de uma
linguagem formal sdo muitas: a primeira e mais dbvia
éaclareza do que se esta a dizer. Ndo hd ambiguidade.
Uma outra vantagem é tornar claros os raciocinios
vélidos, como por exemplo “se p é verdade e p implica
g,entdo g éverdade”:
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Um teorema, entdo, é um conjunto de hipdteses,

uma implicacdo, e uma conclusao tal que sempre que
as hipdteses forem verdadeiras, a conclusdo também
o sera. Uma demonstracdo deste teorema € escrever,
a partir das hipéteses, uma série de passos aceites
(como o acima) até chegarmos a conclusdo do
teorema. Podemos programar um computador para,
a partir das regras do jogo, tentar concluir um certo
teorema. Constituirdo o input do “provador
automatico de teoremas” as hipéteses do teorema e a
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conclusdo desejada. Aguardamos um pouco e
recebemos como output uma longa sequéncia de
encadeamentos ldgicos que é a demonstragao
desejada.

Esta abordagem sistematica da investigagdo
matematica ndo é, definitivamente, muito popular
entre os profissionais do assunto. O primeiro
problema é que rarissimos matemaéticos sdo capazes
de escrever o seu préprio trabalho em linguagem
formal, e sem isto ndo ha nada que o computador
possa fazer. O segundo é que a intui¢do é um éptimo
guia: com os programas ora existentes, um simples
exercicio de Andlise 1 demora uma semana a ser
demonstrado.

A maior critica,

O Teorema da Curva de Jordan

VC simple_closed_curvetop2 C' —

no entanto, niao é
esta. Quando
usamos um
computador para
executar uma
demonstragdo, esta
pode ser tdo longa
que a verificagao
humana se torne

(FAB.top2 A A top2 B A connected top2 A A connected top2 B A A # ()
AB#OAANB=0ANANC=PABNC=0AAUBUC = euclid2)

Figura 1 — Formulagéo do Teorema da Curva de Jordan em
linguagem formal. top2 A significa que A ¢ aberto na
topologia usual de R’, connected top2 A, que é conexo. O
teorema afirma que uma curva simples fechada divide o plano
R? (euclid 2) em duas regides abertas que com a prépria curva
(todas disjuntas dois a dois) formam o plano.

inviavel. Porque deveriamos entdo acreditar no
computador? Serd possivel uma matemadtica
intrinsecamente ndo humana, com teoremas tdo
complexos que s6 nos resta aceitar o veredicto tiltimo
das maquinas? Sabemos que os computadores erram,
frequentemente por erro do programador, mas em
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alguns casos por bug da propria arquitectura da
maquina.

Inicialmente, devemos lembrar que os seres
humanos sdo faliveis e a Histéria esta cheia de
exemplos de teoremas provados cuja demonstragdo
foi posteriormente desacreditada. Um exemplo
particularmente importante é a demonstracio do
Teorema das Quatro Cores cujo erro na
“demonstragao” de Kempe (1879) sé foi encontrado
dez anos depois. Voltaremos em breve a este exemplo.

No entanto, o trabalho humano pode sempre ser
verificado por outros seres humanos. (E é por isto
que os erros sdo finalmente encontrados). Quem

desenhados para
outros propédsitos
(como para a
optimizacdo da
aerodindmica de um
avidao) ou em
arquitecturas de
hardware (pelo menos
um bug em
microprocessadores
da Intel foi descoberto
desta forma).
Considerando que
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definition defactorize :
\lanbda f : nat_fact_all.
match f with

[ nfa_zero \Rightarrow 0
| nfa_one \Rightarrow (S 0)

| (nfa_proper g) \Rightarrow defactorize_aux g 0].

theoren 1t_0_defactorize_aux:
\forall :nat_fact,\forall i:nat,
0 < defactorize_aux f i.

intro; elin f;

[ simplify; unfold 1t;
rewrite > times_n_SO;
apply le_times;
[ change with (0 < \pi\sub i);

apply 1t_0_nth_prime_n;
| change with (07< exp” (\pi\sub i) n);
apply 1t_0_exp;
apply 1t_0_nth_prime_n; 1
| simplify; unfold 1t;
rewrite > times_n_SO;
it

apply 1t_0_exp;
apply 1t_0_nth_prime_n;
| change with (07< defactorize_aux nl (S i));
apply H; 1
qed.

nat_fact_all \to nat \def
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Proof It O_defactorize_aux
Thesis:

ot i inatO <defactorize_aux f i
:33
05 Osm(m)

J
{..}+15S
{...}+120 <defactorize_aux (of cons nnl)i
(It_O_defactorize_aux)
Assume fnat fact
we proceed by induction on £
to prove 11 :natO <defactorize aux f i
Case nf last nnat =
the thesis becomes
117 :natO <defactorize_aux f last n) i
Assume inat
(H)
Consider ?15;m;f
(H)
by times n SO )
we conclude § 0=5 0-S O

Figura 2 - O Teorema das Quatro
Cores: é possivel colorir qualquer
mapa plano, onde cada regido é
conexa (ndo hé enclaves) tal que dois
paises adjacentes (que partilham uma
aresta, ndo um tinico ponto) tenham
cores distintas com apenas quatro
cores.
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verifica o trabalho dos computadores?

Existem varios sistemas automaticos para
demonstracdo de teoremas, com algumas diferencas
fulcrais entre si. Isabelle, Hol Light ou Coq s3o apenas

alguns softwares especialmente
desenhados para esta fungdo. A
demonstracdo elaborada por um
programa pode ser verificada por
outro. Desta forma, o referee de um
teorema provado por computador
serd um outro computador (esta é
uma extensdo natural do conceito de
“revisdo pelos pares”). Este
procedimento ji levou a pelo menos
uma correccio: o Hol Light foi capaz
de encontrar um erro
da demonstragdo da conjectura
de Robbins feita pelo provador
Reveal em 1995. Aos seres humanos
resta pagar a conta da electricidade.
Cada teorema formalizado entra
numa biblioteca particular e pode
ser usado em demonstra¢bes
posteriores, tal qual nds fazemos.
Além de provar teoremas, tais
programas tém outra fungdo: a de
procurar bugs em softwares
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alguns assuntos, como

by (eq_elim r H _H

we conclude § 0=, -(n,
that is equivalent to
0 <defactorize aux of last n) i

o controle de trafego
aéreo ou a distribuicdo
de energia, sdao por
demais criticos para
nos darmos ao luxo de errar e por demais extensos
para serem deixados em méos puramente humanas,
verificadores automaticos sdo sempre bem-vindos.

O Teorema das Quatro Cores, referido acima, foi
um dos primeiros teoremas provados com a ajuda
intensiva de um computador, em 1976. Como a
correcgdo da construgdo computacional de cada um
dos quase dois mil casos em que o problema foi
dividido ndo podia ser jamais verificada por um ser
humano, muitos matematicos nio aceitaram a
demonstragio como definitiva. Recentemente, em
2005, um outro grupo de investigadores usando um
provador automatico, o Cog, reproduziu o resultado
com uma verificacdo formal de cada passo, que a
principio pode ser verificada por qualquer um — mas
sobretudo, por outro provador automatico [4].

Outros teoremas recentemente formalizados sdo o
Teorema da Curva de Jordan e o do Ponto Fixo de
Brouwer. Na lista de actividades para os préximos
anos est4 o Ultimo Teorema de Fermat, demonstrado
em 1994 — e assim vao os computadores criando o
genoma matematico. i1

provador automatico Matita.
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Figura 3 — Um screenshot de uma demonstragdo no




