Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”
com Moedas Nao-Equilibradas

Suponha-se, a titulo de exemplo, que em certa escola existem 10 turmas com 20 alunos cada, dos quais 10 sdo
rapazes e 10 sdo raparigas. Em cada turma, metade das raparigas tem olhos azuis e metade tem olhos negros;
quanto aos rapazes, nada se sabe sobre o nitmero (que pode variar de turma para turma) dos que tém olhos azuis
enegros.

Constituem-se aleatoriamente 10 pares (rapaz-rapariga) por turma e conta-se o niimero de casais com igual
cor de olhos.

Quantos destes casais existirdonas 10 turmas?

Cerca de 50, isto ¢, metade do niimero de casais que se podem constituir'. Esta estimativa, apesar da sua
inevitavel imprecisdo, ndo deixa de ser algo surpreendente, tendo em conta que nada se sabe sobre o niimero de
rapazes com olhos azuis ou negros em cada turma, e pode ser generalizada através do teorema que adiante
enunciaremos. Para esse efeito, reformulemos o “Jogo da Sobreposicdo” no contexto de moedas ndo-
equilibradas.

Lancam-se trés moedas ndo-equilibradas, seis vezes consecutivas, e conta-se o nimero k de vezes, com
ke{0,1,2,3,4,5,6}, em que as trés moedas apresentam a mesma face (ntitmero de sobreposig¢des ou coincidéncias),
recebendo cada apostador k euros. Quanto deve um casino cobrar por aposta para ter lucro?

'Sublinhe-se que ndo é possivel estimar o niimero de casais com olhos azuis e o niimero de casais com olhos negros em cada turma, a
menos que se conhegam simultaneamente as probabilidades p, de os rapazes terem olhos azuis e p, de as raparigas terem olhos
azuis, tendo-se entdo, respectivamente, np,p, e n(1-p,)(1-p,), onde n representa o niimero de rapazes da turma (igual ao nimero
deraparigas).

No entanto, no caso de p, = 0,5, é possivel estimar o nimero total de casais com olhos da mesma cor apds o primeiro

emparelhamento aleatério, ainda que seignore o valorde p;: np,p, + n(l -p )(1 -p, )= i
Podemos imaginar a seguinte experiéncia: 2

Se, retirados os casais entretanto formados, repetirmos sucessivamente o emparelhamento aleatério dos elementos que
restam até que seja possivel constituir novos casais, concluimos que, no total, se formar&o em cada turma (considerando agora
p,qualquer):

np, casais com olhos azuis e n(1-p,) casais com olhos negros quandop.<p, e

np, casais com olhos azuis e n(1-p,) casais com olhos negros quando p,>p,.

Note-se que o valor limite deste processo de emparelhamentos aleatdrios sucessivos coincide com o que seria obtido num
tnico passo, se rapazes e raparigas utilizassem a percepcio visual na escolha intencional e deterministica de um companheiro
comidéntica cor de olhos.

]
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Representemos por p,, p, e p, as probabilidades de ocorréncia de uma determinada face das trés moedas e seja

X avariavel aleatoria que representa o valor k recebido pelo apostador.
Afuncdodeprobabilidade de X é dada por:

k 6-k
6 3 3 3 3
P(x=k)= [k] -{Hp,- +[]a- p,-)J -(1- [1r;-I1a- p,-)J ®
j=1 j=1 j=1 j=1
tendo-se, como valor esperado,
3 3
E(X)=6- Hp]. + H(l- p;))|=6 (- pi- Pa- P+ PiP2 + iP5 +PaP3 ) pelo que, para ter lucro, o casino deve
J-1 j=1

cobrar um valor superior a E(X).
Asexpressdes precedentes podem ser generalizadas a qualquer ntimero de moedas e de lancamentos”.
Tendo em conta os resultados apresentados em [1], se considerarmos equilibradas as trés moedas,

()
obtemos P (X =k )= kT e, portanto, é esta a distribuicéo de probabilidade do valor recebido por jogo
(comp,=p,=p,=0,5):

Valor
recebido (k)

Probabilidade| 0,177979 | 0,355957 | 0,296631 | 0,131836 | 0,032959 | 0,004395 | 0,000244

0 1 2 3 4 5 6

O correspondente valoresperadode Xé E(X) = 6- % =15.

Que acontecerd se substituirmos uma (e apenas uma) das moedas anteriores por uma moeda nio-
equilibrada?
Suponhamosp, #0,5e p,=p,=0,5. Apds substituicdo em (1) e simplificacdo, obtém-se, como anteriormente,

)
P (X =k )= kT’ concluindo-se assim que a substituicdio de uma moeda equilibrada por uma nio-
equilibrada em nada alterou a distribuicio de probabilidade do valor recebido por jogo. Ou seja, no "Jogo da
Sobreposigdo” pode utilizar-se indiferentemente trés moedas equilibradas ou apenas duas moedas equilibradas
de entre essas trés, sendo ento irrelevante a natureza da terceira moeda! E até possivel dar-se o caso de esta
moeda apresentar sempre a mesma face, o que ndo significa, obviamente, que ela possa retirar-se do jogo, facto
que se reconhece de imediato considerando um jogo com duas moedas, uma equilibrada e outra totalmente
viciada, j4que aeliminacio damoeda viciadaimplicaria aimpossibilidade dejogar.

E sejogarmos agora com duas moedas ndo-equilibradas?

Consideremos entdop, #0,5 Ap,#0,5 Ap,=0,5 e determinemos o valor esperado E(X) =6(0,5-0,5(p, +p,) + pp.)-
Podera E(X) valer 1,5 comp, #0,5 Ap,#0,5?

Verifica-se que tal ndo € possivel, uma vez que, sendo p= 0,5, E(X) = 1,5 < (p, = 0,5 A p, qualquer) v (p,
qualquer Ap,=0,5).
’Sejam p,, P, ..., P as probabilidades de ocorréncia de determinada face em m moedas que se langam simultaneamente  vezes
consecutivas. Entdo:

k n-k
P(X=k): [ZJ[HPI +H(1' P,)] '[1' HP,- - H(l' P,)J (k=0.1,...,n) @
1 =1 j=1 1

tendo-se E (X)= n- [lm_[ p; + ﬁ(l' Pj)]
=1 =1

1.
Facilmente se verifica que estas equagdes sdo ainda vélidas para moedas equilibradas, considerando para o efeito p; = 7’ Vi .
Obtém-se, nesse caso, as expressdes apresentadasem [1].
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Serd oportuno sublinhar que pode obter-se E(X) =1,5 com trés moedas ndo-equilibradas: um exemplo, entre
muitos, -p,=0,46; p,=0,46ep,=0,52.

Os resultados a que chegdmos sugerem o seguinte teorema (que podemos designar “Insensibilidade ao
desvio do equilibrio”):

A distribuicdo de probabilidade do ntimero de sobreposicdes no langamento simultineo de duas ou mais moedas
equilibradas nio se altera se substituirmos uma delas (e apenas uma), por uma qualquer moeda nio-equilibrada.

Arespectiva demonstragio é apresentada em nota de rodapé’.
Umm caso particular em que se torna evidente este teorema € o de se jogarem duas moedas, das quais uma é
equilibrada e a outra apresenta sempre amesma face.

Uma outra conclus@o inesperada a respeito deste jogo ¢é a seguinte: o nosso hipotético casino nada tem a
recear quanto a um ligeiro desequilibrio das trés moedas utilizadas; na verdade, até pode lucrar com isso!*
Vejamos porqué.

Admitamos que a probabilidade de sair determinada face em cada uma das trés moedas se situa no intervalo
[0,45; 0,55] e determinemos o valor de E(X) =6 - (1 - p, - p, - ps + pip» + pips + pop,) para as possiveis 64.478.185
combinacGes de valores dep,, p,e p,que conduzem a E(X) # 1,5 obtidas para sucessivos incrementos de 0,00025, o
que dd uma razodvel estimativa das probabilidades envolvidas. Verifica-se que cerca de 59,67% das
combinacGes geram valores de E(X) inferiores a 1,5 (o valor esperado para o caso da distribui¢ao “equilibrada”),
pelo que o casino tem quase 60% de probabilidades (estimadas) de obter um lucro adicional se utilizar moedas
ligeiramente desequilibradas. Uma das combinagbes que produz lucro adicional (€0,015) é a seguinte: p, =0,45;
p.= 0,55 e p= 0,47. No gréfico seguinte comparam-se as distribuicdes de probabilidade do valor recebido por
jogo paraos valores dep, referidos (a amarelo) e para trés moedas equilibradas (a vermelho):

P(X=k)

035 |

03

025
0.2 :
015 :
o1 |
005 |
: |_- —— K; k=0,1,2,....6
2 3 4 5

L,

*Das m moedas, uma é "viciada", com probabilidade p # 0,5 de apresentar determinada face, e as restantes sdo equilibradas.

1
Substituindo os m-1 valores P; = 5 em (2), (ver nota 2), e apds simplificagdo, obtemos uma expressdo da fungio de

probabilidade, independente de p, e que coincide com a distribuicio de probabilidade correspondente ao jogo com m moedas
equilibradas.

“Tal j4 ndo ocorreria se 0 jogo se realizasse com duas moedas, ambas nio-equilibradas, uma vez que a probabilidade de obter
lucro adicional seria igual a 50%.
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Suponhamos agora que o casino pretende introduzir um segundojogo a que chama "Jogo daMudanga".
Uma moeda é langada 11 vezes consecutivas e conta-se o niumero k de vezes, com ke {0, 1, 2,..., 8,9, 10}, em

que uma face é seguida de outra face diferente. Definamos “taxa de mudanga” como arazio % .Cada apostador
recebe dez vezes o valor da “taxa de mudancga”. Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucro no
jogo?
Supondo a moeda equilibrada e tendo em conta as férmulas apresentadas em [1], pode concluir-se que deve
. 1
cobrar um valor superioral0 x 5 5euros.
E se amoeda néo for equilibrada? A fungéo de probabilidade da variavel aleatdria Y que representa a “taxa

demudanga” Ll (comk=0, 1,..., n-1), numa sequénciaden>2 langamentos consecutivos de uma moeda néo-

equilibrada cujas faces ocorrem com probabilidadesp e 1-p#p, é aseguinte:

=GR AIGE R I
2- > . k+1-n_j_k+1 pvi- pY se k impar

P(Y=Lj=< :
n-1

A0y (g ) (it Y(megenY]

’ . g™ -
ZI; ]'-E n-j-1-£ # ]'_1_5 n-j-’i (2 (1 P)’ se k par
=y 2 2 2 2

(k=0,1,.,n-1)

A dedugao desta férmula, elaborada pelo referee com base numa ideia sugerida por Manuel Silva, da
Universidade Nova de Lisboa, encontra-seno Anexo 1.

Uma notavel propriedade da fungéo de probabilidade da varidvel aleatdria Y é a que se enuncia no seguinte
teorema’ (que designamos por “Predominancia das mudangas pares”):

No langamento repetido de uma moeda em que determinada face tem probabilidade p de ocorrer, a soma 1-2p(1-p) das
probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanga” correspondentes a um niimero par de mudangas é, a excepgiio da moeda
equilibrada em que se verifica a igualdade, sempre superior a soma 2p(1-p) das probabilidades de ocorrerem “taxas de

*Para demonstrar o teorema, basta mostrar que a soma das probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanca” correspondentes
aumnumero par demudangaséigualal-2p(1-p).
Considerando n par, é possivel estabelecer, com o apoio do Mathematica, que:

SB[ e o g e

Analogamente, considerando n impar, pode-se mostrar que:

B

™

nl

g[:z:‘ (]] ’:](nnjjllk)-'-(]]llk)[: ]] ,Up’(l p)’)=1- 2,,2;‘(7: ﬂ.p"(l- )

Ora, Zn: [Z i i] -p*(1- p)"* = p(1- p), pelo que asoma das probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanga” correspondentes
k=o\k -

aumnumero par demudangas éigualal-2p(1-p).
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mudanga” correspondentes a um niimero impar de mudangas, sendo a diferenga entre ambas tanto maior quanto mais longe
do equilibrio estiver amoeda, ou seja, quanto mais se aproximar p de 0 ou de 1°.

Vejamos uma ilustragdo para duas moedas em que p = 0,2 (moeda “verde”), e p = 0,3 (moeda “azul”), em
comparagao com uma moeda equilibrada (moeda “vermelha”):

P(Y=k/10)

0.25

0.2

01

K10; k=0,1,2,...10
0 1710 210 310 410 510 610 710 810 910 9

Se considerarmos um maior nimero de langamentos, a propriedade torna-se ainda mais perceptivel.
Vejamos o grafico correspondente a 51 lancamentos, desta vez com omissdo damoeda “azul” (p=0,3):

P ik

T P 1 ! I‘ B B O PV PO PR PN Y P P kl;
0 2]&_4%_5%_! 1Dh12 1450 16 50 1850 20 50 22 $0 24 50 26 50 28 50 30 50 32 M‘Hﬂ!ﬁh!ﬂm‘&‘;ﬂﬂ_“‘h‘;ﬂﬂl&?

’Se o leitor tiver curiosidade (e paciéncia...) em verificar fisicamente este resultado pode “fabricar” uma moeda nio-
equilibrada com um dado equilibrado, fazendo corresponder, por exemplo, a face “1” do dado a “1” e as restantes a “0”.

Obtém assim uma “moeda” z // ) para a qual 1 - 2p(1-p) = 0,7(2) € mais do dobro de 2p(1-p), o que torna o efeito bastante
pronunciado. 68

Considerando seis langamentos consecutivos dessa “moeda”, tem-se a seguinte tabela:

Distribuigdo de probabilidade da “taxa de mudanga”

5 5 5 5 &
Probabilidade 0,334919 | 0,167395 | 0,334791 | 0,105024 | 0,052512 |0,00535837

Taxa de k 1 2 3 4
- 0 = = = = 1
mudanga

Claro que a simulagdo em computador (com o apoio do Mathematica mais uma vez) permite realizar dezenas de milhares de
provas repetidas em alguns minutos e verificar experimentalmente estes resultados de forma expedita.
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O valor esperado de Y é E(Y) = 2p(1-p), expressdo’ que toma o valor méximo 0,5 para p = 0,5. No caso da
moeda “verde”, E(Y)=2-0,2-0,8=0,32, o que significa que se o casino utilizasse essa moeda, deveria cobrar um
valor ligeiramente superior a €3,2 mas ainda assim inferior, em principio, ao que cobraria no caso da moeda
equilibrada (pouco mais de €5).

Naturalmente, no caso de uma moeda muito imperfeita qualquer jogador se apercebera rapidamente de que
algo de anormal se passa e sentir-se-4 prejudicado se o casino lhe cobrar o valor correspondente ao jogo com a
moeda equilibrada. Contudo, se a moeda for apenas ligeiramente nado-equilibrada (o que, em contrapartida,
tornard também mais ligeiro o lucro adicional do casino), dificilmente alguém detectara a diferenga: vendo bem,
até uma moeda perfeitamente equilibrada pode ter um comportamento “estranho” em algunsjogos.

No jogo da “Mudanca” torna-se assim ainda mais evidente o que ja se referiu em relagdo ao jogo da
“Sobreposicdo”: ndo existe qualquer razdo para o casino se preocupar com o nao-equilibrio das moedas que
utiliza — s6 tem a ganhar com isso.
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Anexol
Teremos de considerar dois casos: o caso em que o niimero de mudangas é par e 0 caso em que o nimero de

mudangas é impar.
Vamos organizar a sequéncia de 0'se1's daseguinte forma: [0...0][1...1]...[0...0] [1... 1]
onde[0...0] e[1...1] representam blocos de 0's e 1's, respectivamente, constituidos por um ou mais elementos.
1) kimpar:
Se k é impar significa que teremos % blocos de 0's e o mesmo ntimero de blocos de 1'sna sequénciade O'se

1's. Onumero de sequéncias com k (impar) mudangas nio difere se comecarmos com um bloco de 0's ou com um
bloco de 1's, pelo que basta ter em conta um dos casos e multiplicar por 2 para obter o resultado final.

Observagdes:
. vy . ot k+1 N (s +1
-Onumero minimo de0'sede1's terd de ser — o que significa que teremos, no maximo, 7- 5 0's.

+1 . k+1

- Para os diferentes valores dej tal que kT <j<n- , temos necessariamente uma organizagao distinta,

2
"2p(1-p) é a expressdo simplificadade 1- ). p em quep, designa a probabilidade da face i, considerando p,=p e p,=1-p. Em

=1

f
geral, no langamento de um poliedro com ffaces, tem-se E(Y)=1- ). p? ,quantidade que toma o valor méaximo f-1 para
i=1

i=1

f
P = %,Vi (nacondigiodeque )" p, =1).

*Vird a propésito sugerir uma visita ao site http://www.random.org/ que reclama a geragiio de niimeros verdadeiramente
aleatdrios.
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sendo possivel para cada j contar o nimero de sequéncias com k mudangas e contendoj 0's.

- O nimero de sequéncias distintas comegando com um bloco de 0's sera obtido pela soma do niimero de

A e k+l k+1
sequéncias fazendo variarj de 5 an- 5

- Em cada bloco de 0's temos de fixar um 0, podendo os restantes pertencer a qualquer bloco. Assim, com j,

numero de 0's na sequéncia, temos j - % 0's que podem ser distribuidos por qualquer um dos % blocos de

- N —— T o k+1
0's, podendo haver repeticdes de blocos. O raciocinio é idéntico se atribuirmos os blocos aos ]-u 0's,
podendo-se repetirblocos. =
- Quando a ordem ndo importa mas cada objecto pode ser escolhido mais de uma vez, o ntiimero de

m+r-1
combinacbes vale( J onde m é o total de elementos e r € o nimero de elementos escolhidos. Para este
r

+
problema, r=j —% ,correspondendo ao numero de 0's que podem pertencer a qualquer bloco, e
k1 ; . , I A
7= —5—sNUmero deblocos com 0's que podem ser repetidos, pelo que o niimero de combinagbesé| . k+1
2
- Se pensarmos apenas na colocagdo de 1's, o raciocinio é andlogo, ou seja, havendo j 0's na sequéncia, terd de

haver n-j 1's dos quais % sdo fixados para garantir a existéncia dos %blocos de 1's. Assim temos

k+1
% blocos a serem escolhidos para receber os 7 - j — 1's, podendo haver repeticdo. Para obter o niimero de

e : e ;. o k+1 . k+1
combinagGes basta considerar combinacdes com repeticdo de elementos fazendo m = - er=n-j- — ,ou

. 2
m+r-1 n-j-1
seja,[ ]= ., k+1].

r n-j-——

2

- O produto das combinagdes que aparecem na expressdo da funcéo de probabilidade de Y, para k impar,
resulta do facto de termos para cada combinacido de 0's na sequéncia geral sempre o mesmo numero de
combinacdes distintasde 1's.

- Se fixarmos uma sequéncia com j 0's e consequentemente n-j 1's, entdo a probabilidade de se verificar esta
combinagio ép™ (1-p).

Com este conjunto de observagdes fica concluido o raciocinio que permite validar a expressdo no caso em
quekéimpar.

2) kpar:
Neste caso o raciocinio é andlogo se considerarmos duas situag6es distintas: combinagbes comecgadas por

um bloco de 0's; combinag¢6es comegadas por um bloco de 1's. Como o niimero de mudangas € par, teremos um
numero impar de blocos, k+1. Por exemplo, se comecarmos a sequéncia com um bloco de 0's teremos

g +1 blocosdeO'se g blocos de 1's. Estes nlimeros invertem-se caso a sequéncia seja comecada por um bloco
del’s.

Para cada uma destas duas situagdes o raciocinio é analogo ao que foi feito para k impar, tendo em atengdo o
numerodeblocosdeO'sedel's.
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