O Que k...

O problema P=NP?

O problema P£NP é o mais recente dos problemas do
milénio listados pelo Clay Mathematics Institute e §é,
sem sombra de diivida, o mais importante e influente
na area da teoria da computagdo. A resposta a este
problema tera impacto muito significativo em édreas
como a criptografia, a optimizagao, a verificagdo de
modelos, a bioinformética etc., podendo ainda ter
consequéncias importantes na sociedade (por
exemplo, o fim do comércio electrénico). A questdo foi
posta rigorosamente pela primeira vez por Stephen
Cookem 1971]2].

Para entender com algum detalhe o problema
P=NP é essencial compreender o conceito de fungéo
computavel, bem como o de fungio computdvel em
tempo polinomial. Neste texto vai-se evitar a
abordagem seminal de Turing [3] e das suas
maquinas, que a primeira vista é um pouco pesada,
considerando-se em alternativa uma arquitectura
moderna para o computador'. A meméria de um
computador & é uma sucessdo de registos &= R,
Ry..,R, ... onde em cada registo se pode guardar um
natural arbitrariamente grande. O valor guardado no
registo R, na configuraco & é denotado por R;. Dado
que o tamanho de um natural vai ser importante,
denotamos por |R;| o niimero de bits necessarios para
escrever R; em base 2, sendo este valor igual a

|_10gZ(R,.)+1J . Aescolha dabase éirrelevante, mas abase

2 imita a implementagdo do computador actual. Para
inicializar a memoéria do computador assume-se que
os primeiros k registos (R,...R;;) tomam os valores
Xg.-Xpq © OS restantes registos estdo a zero. Esta
configuracdo de memoria é denotada por & (x,...%;,)-
Para usufruir da meméria de um computador é
necessario poder altera-la, o que se faz por intermédio

de programas. Apesar de ser costume introduzir uma
pandplia variada de programas atdmicos, neste texto
vamos considerar apenas quatro:

® R;:=natribuia R,onatural n;
*R;:==R+R, atribuiaR;asomade R;comR;;
*R;:=|R;latribuiaR,onimerodebitsde R;

® R, ;= R,modifica o R,-ésimo bit menos
iR, iR, k

significativo de R;, dando-lhe o valor do R-ésimo

bit menos significativode R..

Os programas atémicos permitem alterar
directamente a memoria do computador, enquanto as
primitivas de composigdo de programas controlam o
programa a ser executado a seguir. Basta considerar
trés maneiras de compor programas:

* (M,; M,) (composi¢ao sequencial) indica que se
deve executar o programa M, e de seguida M,;

* (if (R;XR) then M) (composico alternativa)
indica que se deve executar M quando o valor
guardado no registo R; for menor ou igual ao
valor guardado em R, e ndo executar nada caso
contrario;

* (while (R;<R;) do M) (composigio iterativa)
indica que o computador deve executar M
enquanto o valor guardado no registo R; for
menor ou igual ao valor guardadoemR;.

O menor conjunto contendo todos os programas
atomicos e fechado para a composicdo sequencial,

!Curiosamente, a arquitectura moderna dos computadores baseia-se num modelo que von Neumann propds para o cérebro

humano.
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alternativa e iterativa é o conjunto de todos os
programas M. Um programa M e M induz uma
funcdo (parcial) de naturais para naturais. Assuma
que a memoria inicial do computador é &(x). A
execucdo de um programa M a partir desta
configuragdo da memoria, se terminar, deixard um
valor f,(x) no registo R,. Diz-se entdo que o programa
M computa a fungdo parcial f,;N#N. A fungio é
parcial, pois esta indefinida para os naturais que nao
fazem o programa terminar. Por exemplo, o programa
(R,:=3,(while(R,<R,) do R;=3))

induz a fung@o parcial f tal que f{x)=x para x>3 e ndo
esta definida para x<3. Uma fung@o para a qual existe
um programa que a induz diz-se computdvel. A
generalizagdo para fungbes com aridade arbitraria é
simples, bastando considerar a configuragao inicial de
memoria &(xy..., X;;) para uma fungdo de aridade k.
Ap6s a execugao do programa, o resultado deste (caso
exista) é o valor que se encontranoregisto R,

Observe que o conjunto das fungdes (parciais) de
N* para N tem a cardinalidade dos reais, mas o
conjunto de todos os programas, isto é, M, tem a
cardinalidade dos naturais. Assim, a esmagadora
maioria das fungdes de N para N ndo é computavel, e
portanto desafia-se o leitor a encontrar uma funcéo
quendo seja computavel.

Um conjunto Ac N* diz-se recursivo se asua fungao
caracteristica € computavel, isto é se a fungdo
£N"-5{0,1}, tal que f(%)=1 se xe A é computével.

Para encontrar um conjunto ndo recursivo usa-se
um argumento diagonal a la Cantor. Comega-se por
considerar uma enumeragdo dos programas, isto é,
uma bijecgio y:N—>M. Dada esta bijeccio, é facil
mostrar que o seguinte conjunto

H={xeN: fy (x)esté definida no valor x}

néo é recursivo. Suponha que H é recursivo. Entdo ha
um programa M, que induz a funggo caracteristica de
He, mais, é possivel construir o programa seguinte:

M'=M,; (R =L while (R <R )do R:=1).

Observe que M' nao termina se o programa My
tiver colocado 1 no registo R, e termina caso tenha
colocado 0 nesse mesmo registo. Com um pouco de
esforgo verifica-se que v'(M")eH sey (M) eH, logo o
programa M' ndo pode existir, e consequentemente a
funcdo caracteristica de H ndo é computavel, ou seja,
Hnao é recursivo.
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No que se segue, consideram-se apenas fungdes
totais e computdveis. Como seria de esperar, algumas
func¢Ges sado induzidas por programas que utilizam
mais tempo e espago (niimero de registos e bits destes)
do que outras. A area da complexidade
computacional estuda precisamente os recursos
necessarios (em tempo e espago) para programar uma
funcao total e computavel. Este texto vai cingir-se ao
tempo, pois € o essencial para entender o problema
PzNP. Dada uma configuragdo de memoria do
computador &, é possivel associar a cada programa M
oseu tempo de execugdo T(£,M) da seguinte forma:

e T(E,Ri=n)=Inl;

* T(E,R;=R+R)=IR} 1+ IR; |;

* T(ER:=IR1)= 1l Rf Il (o nimero de bits

necessario para representar o ntimero de bits de
R);
* T(ERg;:=Rig)=R;i +R;
T(EMy M) =T(EM)+T(E,M,)
onde &'é o estado da memoria que se obtém apds
executar M, sobre &;
* T(§if (R,SR)thenM)=
min (IR |, IR} 1)+X(R;<R}) x T(E,M)
onde x (Ri< R?) toma o valor 1 se R} < R? el
caso contrario;
T(while(R<R)doM)=min(IR; |, IR} 1)+
+ %o (T(EM)+min (IR |, IR 1))
onde k é o niumero de vezes que o ciclo while é
executado e &, é o estado da memoria apds a v-
-ésima execugdo de M sobre £, , com &;=E.

Um programa M com entradas diz-se de tempo
polinomial se existe um polinémio p e natural k tal que,
paratodoon>k,
max(xl,...xkzzk,»;alx,-l <n} T(&(xl L xk)ﬁ M) < P(n)

Se existe um programa de tempo polinomial que
induz a fungdo caracteristica de um conjunto AcNY
diz-se que o problema da pertenca a A é de tempo
polinomial. A classe P contém todos os conjuntos cujo
problema da pertenga é de tempo polinomial. Por
exemplo, o subconjunto dos pares estd em P (tente
encontrar um programa que prova tal facto). Em 2004
[1] foi demonstrado que o conjuntos dos nimeros
primos estaemP.

Para definir a classe NP vai ser necessario relaxar a
definicdo de funcdo computdvel em tempo
polinomial. Um programa M com entradas x,,... x;,
diz-se de tempo polinomial para os primeiros t<k
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argumentos se existe um polindmio p eum natural k
tal que paratodoon>k
maxg .5t iy LG, %), M) <p(n).

Um conjunto ACN* diz-se de tempo polinomial
ndo deterministico se existe um programa M com
entradas x,,... X;, X1, polinomial, para os primeiros k
argumentos, tal que:

® se (X,,... X)) € AentdoexisteweN tal que

SulXpe xw)=1;
® se(x,,...xy) & A, paraqualquerwe N tem-se
SulXppee X w)=0.

NP ¢ a classe de todos os conjuntos de tempo

polinomial ndo-deterministico”.
Vale a pena explicar o conceito anterior com um pouco
mais de detalhe. Um conjunto de tempo polinomial
ndo deterministico A é um conjunto para o qual, dado
um elemento x€A, e na posse de uma certa
testemunha w, se consegue verificar em tempo
polinomial que xe A. Um exemplo pedagogico de um
conjunto em NP é o seguinte:

F={(x,y)eN": x tem factores primos menores que y}.

Se (x,y)€E e na posse de um factor primo q de x
menor que Y, podemos determinar em tempo
polinomial que (x,y)eF. Para isso basta construir o
seguinte programa: (i) testa-se se ¢ é primo; (ii) de
seguida, testa-se se g divide x; (iii) e finalmente testa-
se se g<y. Se todas estas condig¢des se verificarem, o
programa retorna 1, caso contrario retorna 0. Este
programa é de tempo polinomial, e, se (x,y) e F, existe g
tal que para a entrada (x,y,9) o programa retorna 1.
Mais, caso (x,y)¢F ndo existe testemunha g que faga o
programa retornar 1 para aentrada (x,y,9).

Pela definigdo, obtém-se facilmente que PcNP.
Ninguém sabe se o conjunto F se encontra na classe P
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ou néo (e a convicgdo favoravel a um ou outro caso
divide a comunidade). Se F estd em P, é possivel
encontrar em tempo polinomial a factorizagdo de um
natural em poténcias de primos, o que teria graves
repercussdes em criptografia.

Ha conjuntos em NP que (quase toda) a
comunidade pensa néo estarem em P. O problema da
pertenca de AcCN* reduz-se em tempo polinomial ao
problema da pertenca de BCN' se existir uma fungéo
computével em tempo polinomial r: N* >N’ tal que
xe€A sse r(x)eB. Existem conjuntos em NP para os
quais todos os restantes problemas NP se reduzem!
Estes conjuntos denominam-se NP-completos, e basta
provar que um problema NP-completo se encontra
em P para que P=NP. Existe uma panoplia variada de
problemas NP-completos, uns mais famosos que
outros. Cook [2] provou que o conjunto das férmulas
proposicionais (devidamente codificadas nos
naturais) satisfaziveis, isto é, para as quais existe uma
valorag@o que a satisfaz, é NP-completo.

Ha argumentos que indicam que a técnica de
diagonalizagdo ndo serd suficiente para demonstrar
P=NP. Muitas tentativas de obter o resultado estdo a
ser feitas reduzindo o problema a outras areas da
matematica, onde o conhecimento esteja mais
avancado. Parece que hd muito caminho por
desbravar, e, apesar do optimismo de uns, € muito
provavel que a resposta ndo seja dada em breve. Em
todo o caso, é um problema apaixonante, que fara com
certeza suar as geraces vindouras. Para finalizar, o
leitor mais interessado podera encontrar uma
exposicdo de grande qualidade sobre o problema
P=NP no portal do Clay Mathematics Institute da
autoria do préprio Stephen Cook.
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*A razdo de se utilizar a expressdo “ndo deterministico” perde-se ao omitir as maquinas de Turing ndo deterministicas. Pode-
se interpretar o ndo determinismo como um programa M, utdpico, que para uma certa entrada x gera todas as possiveis
testemunhas de uma forma néo determinada, e retorna 1 se para uma destas testemunhas w a execugio do programa retorna

Sfulx,w)=1e0separatodas as testemunhas f,,(x,w)=0.
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