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O Bilhar?

O “problema da bola de bilhar” foi introduzido por
Birkhoff ([3], 1927), que o concebeu como um modelo
para a chamada dindmica Hamiltoniana. Trata-se de
considerar o movimento de uma particula (massa
pontual) que se desloca livremente numa regido
convexa D do plano, limitada por uma curva fechadae
diferencidvel B (o “bilhar”) e de modo que a particula
se reflicta elasticamente ao chocar com B de acordo
com a lei: “o angulo de reflexdo é igual ao angulo de
incidéncia.” Em cada instante o estado da particula é
determinado pela posigdo em que se situa em D e pela
direccdo do movimento. A sua dindmica reduz-se
portanto a uma questdo de geometria elementar (ver a
figura). A partir do movimento definido acima,
introduz-se a “aplicagéo bilhar” T: M=B x [0, tf] > M
que descreve a dindmica de uma colisdo a colisdo
seguinte. Como entre dois impactos consecutivos a
particula move-se em linha recta, uma 6rbita de T fica
especificada pela sequéncia das suas posigdes e
direcgdes imediatamente apds cada impacto. A
posicdo em B sera parametrizada pelo comprimento
dearcos, médulo L, em que L é o comprimento total de
B. O conjunto M = B x [0,%], chamado “espago de fase”
do bilhar, tem como coordenadas o par (s,a) em que
a.e [0,7] é 0 Angulo que o vector unitario da velocidade
ap0s o impacto faz com o vector tangente a B no ponto
decoordenadas.

E também usual considerar os pares (s, p),
p=cos(a), para representar os pontos de M e neste caso
M = [0,L)x[-1, 1] que, face a periodicidade de s, se
identifica, topologicamente, com uma faixa cilindrica.

Uma 6rbita de T consiste, portanto, numa sucessdo
de pares (s,, p,,) obtidos apds os impactos da particula
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com B a partir da “condigdo inicial” (s5, pg). A
dindmica discreta da aplicagdo bilhar fica definida
pela funcio T (s, p,) = (541, Pui1) © pode-se
demonstrar que, nas coordenadas (s, p), ela preserva
area e orientacdo, embora haja problemas a analisar

no que toca & sua diferenciagdo nos pontos das
componentes da fronteira da faixa cilindrica (ver [5],
p-343).

O estudo qualitativo das érbitas da aplicagido
bilhar T pode nédo s6 conduzir a situagbes previsiveis,
no sentido de que pequenas mudangas nas condi¢des
iniciais provocam pequenas mudangas na 6rbita, bem
como a situagbes ndo previsiveis em que pequenas
mudancas nas condigdes iniciais provocam alteragdes
radicais na orbita perturbada e, em certos casos, as
duas situag¢des podem ocorrer simultaneamente para
diferentes escolhas das condiges iniciais.

Existem trés casos em que a Orbita pode ser
analisadano espago de fase:

1°) Um conjunto finito de N >> 1 pontos distintos
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impactos, isto é, T (sy_1, Pn1) = (S Pp)- Neste caso a
oOrbita de T diz-se “periddica” de periodo N e na faixa
cilindrica fica determinado um conjunto discreto de N
pontos. Se N=1, isto é, se T (s, pg) = (So Pg), Obtem-se o

que se chama um “ponto fixo” de T'.
2°) As iteradas de uma condigdo inicial (sy pg)

preenchem uma curva denominada “curva
invariante”, isto é, T transforma essa curva nela
propria sem que nenhum ponto da curva seja
transformado nele mesmo. Isso ocorre, por exemplo,
no caso em que T é “integravel” no sentido de que
existe uma constante do movimento na forma de uma
fungdo real F(s, p) que assume o mesmo valor em
todos os pontos da orbita, isto , as curvas denivel de F
sdoas curvasinvariantes.

3°) As iteradas de (s, py) preenchem uma “area”

da faixa cilindrica. Isto acontece quando a 6rbita ndo
admite constantes de movimento e passa a evoluir de
uma forma “cadtica”.

Observemos, inicialmente, que o bilhar circular (B
é uma circunferéncia) é integravel com a constante de
movimento F(s, p) = p e, portanto, o espago de fase é
coberto por curvas invariantes paralelas a direcgdo s,
excluindo-se, desdej4, 0 3° caso acima mencionado.

Berry [1] mostra trés deformagdes de um bilhar
circular, passando inicialmente por um bilhar em
forma de estadio ([1], fig.4) em que para quase toda a
condigio inicial (s, p) as iteradas (s,, p,,) comportam-
-se de forma “ergodica”, isto &, tais iteradas passam
arbitrariamente préximo de qualquer ponto do
espaco de fase, para n suficientemente grande. A
seguir, deforma o bilhar circular numa elipse e obtem-
-se o resultado descoberto por Birkhoff de um bilhar
integravel com uma forma explicita para a constante
do movimento. Neste ponto convém ainda mencionar
([3], 1927) que Birkhoff afirmou desconhecer bilhares
integraveis que ndo fossem os circulares ou os
elipticos. Também ¢ de observar que as folheagbes do
espaco de fase sdo muito distintas (topologicamente)
nestes dois casos integraveis conhecidos:

i) nos bilhares elipticos ([1], fig.7) parte do espago
de fase é folheada por curvas invariantes zero-
-homotépicas (todo o lago dessa parte pode ser
deformado continuamente nolago trivial, ver [4]),

ii) no caso do bilhar circular todas as curvas
invariantes sdo ndo zero-homotdpicas.

Numa terceira deformagdo do bilhar circular
obtém-se certas “ovais” que sdo genéricas no sentido
que os bilhares correspondentes apresentam

s bado, 6 de Dezembro de 2008 0:44:58

simultaneamente os vérios tipos de 6rbitas acima
mencionados ([1], p.97).

Lembremos agora que o bordode M é o conjunto
dos pontos (s, p) € M em que p=+1. Sobre a questdo da
existéncia ou nao de outros bilhares integraveis
distintos dos circulares e dos elipticos, ha que
enunciar a seguinte Conjectura de Birkhoff: “Se uma
vizinhanca do bordo de M é folheada por curvas
continuas fechadas, invariantes e ndo zero-
hométopicasem M, entdo B é uma elipse.”

Um notavel e esclarecedor resultado é devido a
Bialy ([2], Theorema A, 1993): “Se todo o espago de
fase M da aplicagdo bilhar T, correspondente a um
bilhar B, é folheado por curvas continuas, fechadas
invariantes e ndo zero-homotopicas, entdo B é uma
circunferéncia.” Sobre esta e outras contribui¢des de
Bialy, bem como de Rychlik ([6], 1989) é de grande
interesse a leitura do artigo de Wojtkowski ([7], 1994).
Finalmente, para maiores consideragGes sobre o
problema do bilhar ha que consultar o capitulo 9 do
livro de Katok e Hasselblatt [5].
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