Introdugio

Cada vez mais o caminho do ensino conduz a uma utilizagéo sistematica das novas tecnologias, quer ao nivel
dos tltimos anos do ensino secundario quer ao nivel dos primeiros anos do ensino superior.

O uso do computador e de poderosas ferramentas cada vez mais ao nosso dispor — concretamente
programas como MatLab ou o Mathematica, as calculadoras gréficas, o surgimento das chamadas e-
actividades, actividades interactivas apoiadas nas calculadoras — impdem que o professor, elo essencial, quer
numa fase preparatdria de elementarizagdo do saber quer no processo de ensino/aprendizagem esteja atento as
possibilidades que se abrem e faga uso delas.

O uso de tecnologias, em particular a ferramenta que utilizamos — MatLab — , pode revelar-se de grande
importancia nos primeiros anos do ensino superior. Este instrumento pedagogico possibilita a execugdo de
actividades de investigagdo/exploracdo as quais contribuem de modo significativo para o desenvolvimento de
capacidades essenciais, designadamente a auto-confianca, a autonomia, o raciocinio e o pensamento cientifico.
Fomentando a investigacdo, desenvolve-se no aluno o espirito critico e contribui-se para criar um outro gosto
pela Matemética. E importante que o aluno aprenda a sentir que esta ciéncia néo é algo de imutével e cujo
desenvolvimento estagnou ha muitos anos, mas, muito pelo contrario, entender a Matematica como algo
constantemente a ser desenvolvido, inclusive por si proprio, aluno, no decorrer das suas aulas e das suas tarefas
de investigac@o. Independentemente da importancia efectiva da sua contribui¢do para o enriquecimento do
conhecimento matematico colectivo, esta é essencial ao desenvolvimento individual do futuro matematico
profissional.

Este trabalho constitui um exemplo de como com ferramentas matematicas acessiveis a alunos dos dois
primeiros anos do ensino superior e com o apoio do programa MatLab se podem realizar actividades de
investigagdo/exploragdo matematica.

Utilizando a nogdo de poligono regular, introduziremos os conceitos originais de poligono circulante
descendente e poligono circulante ascendente.

Antes de apresentarmos as defini¢des e desenvolvermos os processos que levam a obtengéo dos poligonos
circulantes, vamos referir o que se entende por matriz circulante e pseudo-inversa ou inversa generalizada de

uma matriz.
CI CZ e Cn
Amatriz quadrada C= | €1 77 On de ¢, <R, i=1 d i
matriz quadrada C=| " | , onde ¢, eR, i=1,..,n, que denotamos por circ(cy, cy,..., C,)),
CZ CS e C1
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[Poligonos Circulares Descendentes e Ascendentes]

chamamos matriz circulante ([3]).
1/ 1
B o
Neste texto é relevante a matriz circulante circ (y ; y ,0 )= 0 % %

%o %

Em termos geométricos, o produto da matriz C =circ (}é ' T 0, O) pela matriz cujas linhas séo as
coordenadas dos vértices de um poligono ¢ uma matriz cujas linhas sdo as coordenadas dos pontos médios dos
lados desse poligono. A unido destes sucessivos pontos médios da origem a um outro poligono, “filho”, em
relacdo ao original, “pai”.

Atnica matriz que verifica as seguintes quatro equagoes de Penrose, AXA=A; XAX=X; (XA)T =XA; (AX)T=
AX, é designada por pseudo-inversa ([2]) ou inversa generalizada da matriz A e é denotada por A' . Esta nogdo
estende o conceito de inversa de uma matriz quadrada ndo singular a matrizes quadradas singulares e a
matrizes rectangulares. No nosso caso, as matrizes circulantes envolvidas sdo quadradas e singulares quando
sdo de ordem par. Nesta situagéo, como as matrizes ndo sdo de caracteristica mdxima, ndo temos férmulas paraa
inversa generalizada ([2]). Aqui procedemos ao calculo de uma aproximagéo da inversa generalizada usando a
funcao PINV do programa MatLab. A fun¢do PINV, X=PINV(A), calcula uma matriz X da mesma dimensao de
A, e oseu calculo é baseado no processo de decomposigdo de uma matriz em valores singulares ([1]).

2. Poligonos Circulantes Descendentes e Ascendentes

Apresentamos os conceitos de poligonos circulantes descendentes e ascendentes de primeira ordem e de
qualquer ordem. As matrizes circulantes e as suas inversas generalizadas desempenham papel fundamental.
Para poligonos descendentes, temos:

Y
. , V; e . . .
Defini¢ido 2.1-Dado o poligonoG, =| ” |denvérticesV, i=1,2,.., n,n >3 eum inteiro positivo k, chamamos
v

n

poligono circulante descendente de ordem k ao poligono G; = C'G,onde C é a matriz circulante
C=circ(}é,}/Z,O,---,O)deordemn.

1 0
Exemplo 2.2-Dadoo tridnguloe G, = | - % ‘154 ,devértices (1,0), (— %,‘EA ) ,(- %, - */_% ), obtém-se

37 - 3 /
2 2
os tridngulos circulantes descendentes de 12 ordem e de 52 ordem seguintes

1 0.25 0433

0
Gy = CGy =cire(¥5, %4, 0)|- ¥ *f% ~l-05 0 |
025 -0.433
YA
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[Poligonos Circulares Descendentes e Ascendentes]

1 0.0156 -0.0271

0
Gs = C*Gy =circ(1, }/,0)5 A \/54 ~|0.0156 0.0271 |,
y \@4 -0.0313 0

equesdoilustradosna Figura 1
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Poligono Descendente G,

Figura 1

De uma maneira similar ao estabelecido para poligonos circulantes descendentes, temos agora para
poligonos circulantes ascendentes:

|4

V.
Defini¢do 2.3- Dado o poligono G; = de n vértices V,,i=1, 2, ..., n, n 2 3 e um inteiro positivo k,

Vn

3
chamamos poligono circulante ascendente de ordem k ao poligono G, = (CT) Gy, em que C'é a inversa
generalizada da matriz circulante C de ordemn.

-0.25

0.25
Exemplo2.4- Dado o quadrado G,=

-0.25

025
, de vértices (-0.25, -0.25), (0.25, -0.25), (0.25,0.25),

025 025
-0.25 025

(-0.25,0.25), os quadrados circulantes ascendentes de 12 ordem e de 3? ordem, G_; e G_3 sdo definidos por:

&
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025 0257 [0 1
, ° 025 025 | |-1 0
G-3=(CT)3G0=((C’”(%,%,0,0)H 025 025 | |0 1

-0.25 025 10
esdorepresentados naFigura2.

Pallgons Ascendente &G
\ Paligone G-D
1

Poligono Ascendente G‘

Figura 2

3. Aplicagdes a Geometria

Apés termos estabelecido as defini¢des de poligonos circulantes, vamos agora utiliza-las na construcdo de

outras figuras: o fractal de Sierpinski, tapetes circulantes e espiral poligonal.

3.1-Fractal de Sierpinski

E bem conhecido o fractal de Sierpinski, a repeti¢do sucessiva de tridngulos encaixados. Usando as

defini¢bes descritas é possivel efectuarmos a construgéo desse fractal.

Tomemos o tridngulo G, de vértices A = (0,1), B = (1,0) e C = (1,1). Construamos o tridngulo circulante
descendente de 12 ordem G de vértices D= (1,%) ,E= Gé,l) e F= (}/2,%) .Na Figura 3 apresentamos os

tridangulos anteriores.
E: E B
Tridrsgutes Gﬂ
£ o
THanguio G1
1] _;A
Figura 3
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[Poligonos Circulares Descendentes e Ascendentes]

Repetindo o processo, mas agora em relagéo aos tridngulos A[ADF|,A[DBE] e A[FEC], obtemos os seus
descendentes de 12 ordem que sio apresentados na Figura 4.

c o E L &
E N M 1,
F T o
[} G
5 A
Figura 4

Procedendo como anteriormente, e a custa de tridngulos descendentes de 12 ordem, vamo-nos aproximando
do conhecido fractal de Sierpinski.

3.2-Tapetes Circulantes
Nas proximas construgdes, que intitulamos tapetes circulantes, iremos utilizar poligonos circulantes

descendentes de vérias ordens, com os quais construiremos os tapetes circulantes.
A primeira construgéo sera feita utilizando tridngulos e os seus descendentes circulantes.

1 0
Sejaum tridngulo G,;=|-0.5 0.866 | (devértices A, B, Crespectivamente). Calculemos o seu descendente
-0.5 -0.866

circulante de 12 ordem, G, (de vértices D, E, F respectivamente)

0 0.25 0.433

1
G, = circ (y , }é,o) 05 0866 |=|-05 0
05 0866 | | 25 -0.433
que é representadona Figura 5.
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De seguida tomemos os tridngulos circulantes descendentes de 12 ordem dos triangulosA[ ADF], A[DBE] e
A[FE C ] que se formaram (respectivamente de vértices N, O, P; G, H, Ie], L, M)
0 0.625 02165

1
Gupav= circ (%5, 14, 0)|025 0433 |=| 025 0 |,
025 0433 | | 0.625 -0.2165

0.25 04337 [-0.125 0.6495

Gy oser= cire (¥4, 15, 0) -3.5 0.(;966 ~ -g.fz zﬁz ,
05 | [-0.125 02165

0.25 -0.433] [-0.125 -0.2165

Gy pgcy = circ (y/ }/ 5 0) -0.5 0 ~-05 -0433 |-
-0.5 -0.866] |-0.125 -0.6495

que sdo representados naFigura 6.
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Figura 6

Calculemos agora o descendente circulante de 22 ordem do tridngulo A[ABC], G,, € os triangulos

circulantes descendentes de 12 ordem que restam

1 0 7 [-0125 02165
G, = circ (}/ A ,o)Z 0.5 0866 |~|-0.125 0.2165|,
05 -086| | 025 0

O processo continua sempre do mesmo modo. Colorindo somente os tridngulos que nao sdo descendentes
circulantes de nenhum outro, obtemos o tapete circulante triangular que é representadona Figura 7.
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Figura 7

A préxima construgéo foi efectuada recorrendo a tridngulos e quadrados e seguindo um processo em tudo
idéntico ao anterior.

Tomemos o quadrado Gy=[ABCD] e calculemos o seu descendente circulante de 12 ordem G, =[EFGH].

Formam-se, apds o calculo do quadrado circulante descendente de 12 ordem, quatro tridngulos:
A[EBF] , A[FCG] , A[GDH] e A[HAE] .Calculamos seguidamente os descendentes circulantes de 12 ordem
destes quatro tridngulos, usando a matriz circulante circ ( %-\, % ’ 0) equesao representadosna Figura 8.

4

3

o-Z‘.G E

3

AL

e B B e R L
Figura 8

Calculado o quadrado descendente circulante de 22 ordem do quadrado inicial, passamos ao calculo dos
tridangulos circulantes descendentes de 12 ordem que entretanto se formaram, e assim sucessivamente. De cada
vez, vamos obtendo mais tridgngulos e quadrados circulantes descendentes dentro da figura. Colorindo de preto
os tridangulos que ndo sdo circulantes descendentes de nenhum outro, obtemos o tapete circulante
quadrangular que é apresentadona Figura9.
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Figura 9

Se, no inicio da construgédo, em vez de um quadrado tomassemos um pentigono, iriamos obter, por um
processo semelhante, um tapete circulante pentagonal. Na Figura 10 apresentamos um exemplo do tapete

um tapete circulante hexagonal.
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Figura 10

Se o poligono inicial for um hexagono, construimos o tapete circulante hexagonal. Na Figura 11 ilustramos
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Figura 11

Os tapetes circulantes apresentados nas figuras 7, 9, 10 e 11 constituem alguns exemplos dos inimeros
tapetes que se podem obter seguindo o processo de construggo que utilizamos.

3.3 - Espiral Poligonal

Utilizando as figuras construidas na secgdo anterior, encontramos um outro tipo de poligono — a espiral
poligonal. Basta para tal colorir os tridngulos adequados a composigdo da espiral poligonal. O tridngulo inicial
pertence a cada um dos poligonos circulantes originais com que iniciamos a construcdo do tapete e a partir dai
passamos para os seus descendentes sucessivos, como é ilustradona Figura 12.

Figura 12
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A medida que o nimero de vértices do poligono inicial vai aumentando, a espiral poligonal aproxima-se
cada vez mais da curva espiral que conhecemos.

4. Notas Finais

A necessidade, cada vez mais premente, de se investir no desenvolvimento cientifico do pais e o facto de
“(...) diversos estudos em educacdo terem mostrado que investigar constitui uma poderosa forma de construir
conhecimento (...) ” ([5]) sdo factores de incentivo ao recurso, por parte do professor, a actividades de
investigacdo/exploracdona sala de aula, em todos os niveis de escolaridade.

A implementagao deste tipo de actividades na sala de aula ja comega a ser uma realidade, especialmente ao
nivel do ensino ndo superior, em parte porque os programas oficiais assim o exigem.

O trabalho que apresentdmos pretende ser um contributo no sentido de motivar os professores dos
primeiros anos do ensino superior (e em qualquer curso que contemple no seu plano de estudos uma disciplina
de Algebra Linear) para a utilizagio de actividades de investigagio/exploragio nas suas aulas.

O estudo feito recorre a ferramentas de Geometria e de Algebra Linear e serve como exemplo de uma
actividade possivel de desenvolver com alunos dos primeiros anos do ensino superior. Entendemos ser de
destacar a interligacdo nele efectuada entre estas duas areas da Matemadtica, bem como o papel desempenhado
pela tecnologia no apoio quer a conjectura quer a obtengao dos resultados.

Terminamos fazendo uma breve referéncia ao aspecto estético da Matematica, dada a beleza dos tapetes
circulantes e das espirais poligonais obtidos.
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