Canto Délfico

O Pentagrama...

Caro Leitor,

Desde o tempo do mito ao da racionalidade, para
pitagodricos e eleatas, para astrélogos, astronomos e
matematicos de todos os tempos, para simples
mortais como nos, o pentagrama foi e ¢ um simbolo
magico. Para uns esta presente no culto de coisas
ocultas. Para os matematicos é mais um simbolo do
poder do conhecimento, da imaginagdo e do
raciocinio.

O pentagrama foi o logotipo da Escola Pitagoérica.
De facto, o simbolo é bem mais antigo: Pitagoras (c.
569 AC c. 475 AC) té-lo-a trazido do seu périplo pela
Babildnia, onde a estrela tinha ja um valor mistico.
Muito se vai dizendo sobre a impossibilidade de
comparagao racional entre o lado e a diagonal dum
quadrado, mas essa fatalidade pitagdérica € uma
caracteristica marcante do proprio diagrama das
cinco pontas. Afinal, aincomensurabilidade que tanto
atormentou a Escola esteve sempre pendurada na sua
portadeentrada.

Sabia que Kepler descobriu um pentagrama no
céu? Vamos explicar onde e como. A figura 1
representa as Orbitas da Terra e de Vénus, duas
circunferéncias centradas no centro do Sol. Nesta
figura plana, os dois planetas movem-se em redor do
Sol, no sentido directo, com velocidade angular
uniforme. A Terra descreve a circunferéncia exterior e
o seu movimento angular é mais lento que o de Vénus;
dito em ntimeros, o periodo orbital da Terra é 365.256
dias, e o de Vénus 224.701 dias.
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Figura 1

Problemal

Imagine que, em certo momento inicial, representado
por “1” na figura 1, Terra e Vénus estio em conjuncdo (isto
¢, Vénus estd no segmento que une os centros do Sol e da
Terra). Quanto tempo decorrerd até a préxima conjungio?

S6 lhe damos a resposta no préximo nimero, pois
queremos que chegue a ela e nos informe disso. Mas
damos uma pista geométrica: a conjungao a seguir a
“1” ocorre na posicao “2”, a conjungao seguinte na
posicdo “3”, e assim sucessivamente. E 14 esta o
pentagrama: 1-2-3-4-5-6...
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Note o pequeno desvio da posicao “6” A figura 3 mostra uma sequéncia de pentagonos e
relativamente a posigao “1”. Elas deviam coincidir se =~ pentagramas regulares.
os deuses tivessem tido mais cuidado a fazer o
mundo.

Problema2

Quando a Terra chega a posicio de conjungio “6”, a
que distdncia angular se estd da posicdo de conjungio “1”?

Kepler sabia bem deste atraso espacial (e avango
temporal) da sexta conjuncao Terra-Vénus, que lhe
serviu para determinar, com grande rigor, a
periodicidade dos transitos de Vénus — aqueles
momentos magicos, como o de 8 de Junho de 2004, em
que Vénus se vé como bolinha negra atravessando
lentamente o disco solar.

Sao frequentes as visitas de Kepler ao pentagono e
ao pentagrama, comoilustra a figura 2 extraida da sua
obra Harmonice Mundi, de 1619, com trés dos seus
mosaicos estranhos a que chamou “monstros”, talvez
pela aparente irregularidade e a ocorréncia de

decagonos siameses. E interessante notar como este Figura 3

trabalho de Kepler, com quase quatro séculos de

idade, inspirou de forma decisiva a teoria dos Problema3

mosaicos aperiodicos que Roger Penrose iniciou nos (a) Mostre que cada dois segmentos de recta
anos de 1970. representados na figura fazem entre si dngulos miiltiplos de

.

(b) Mostre que é isdsceles cada um dos tridngulos
desenhados a cheio na figura.

(c) Estdo tracados (a cheio, e com extremidades bem
identificadas) muitos segmentos de recta. Sejam c,,c,, Cs, ...
os comprimentos distintos de todos esses segmentos.
Supondo os comprimentos ordenados por ordem
decrescente, ¢,> ¢,> ¢, > ..., determine, para cada i a razdo

Cl

Cint,

Sugerimos que utilize as alineas (a) e (b) para
resolver (c). Pode também utilizar as seguintes dicas
na resolucao do problema 3, ou, reciprocamente, usar
o que digeriu na sua resoluc¢ao para compreender o
que vamos dizer agora. Sejam d, e d,a diagonal e olado
do pentagono regular maior da figura 3; sejam d, e d;a
diagonal e o lado do segundo maior pentagono
regular da figura 3, sejam d, e d;a diagonal e o lado do
terceiro maior pentagono regular da figura 3; etc.. Nao

édificil ver que
dy=d, +d,
dy=d,+d,
dy=ds+d,

dy=d,+d;, etc,etc.

Figura 2 25
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Aquilo a que chamamos divisdo inteira de niimeros
pode ler-se geometricamente, a moda dos gregos da
Antiguidade: toma-se um segmento S de
comprimento d, e outro, T, de menor comprimento d,;
extrai-se T de S tantas vezes quantas as necessarias
para obter, como resto, um segmento de comprimento
menor qued, ; essas “tantas vezes” sao o quociente.

Como d, < d,, a primeira equagdo representa a
divisao inteira de d, por d, com resto d,e quociente 1. E
cada uma das restantes equagdes representa uma
divisdo. As sucessivas divisdes determinam um
algoritmo, dito de Euclides, mas conhecido muito antes
de Euclides. Nesse tempo sabia-se, também, que o
facto de um dos restos d;, ser nulo equivale a
comensurabilidade dos segmentos de comprimentos
d, e d,. Mas nenhum dos nossos segmentos tem
comprimento zero, ergo...

Saberia disto Hipaso de Metaponto, o pitagérico
da incomensurabilidade entre o lado e a diagonal
dum quadrado?

Uma forma interessante de construir um
pentagono é tomar uma tira comprida de papel, com
bordos paralelos entre si, e fazer com ela um né de
modo a chegar a uma dobragem com o aspecto da
figura4.

Figura 4
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A coisanao é de todo facil, poisnao pode dobrar-se
a tira sem mais nem menos, logo no inicio. D€ um né
bastante lasso e va puxando as pontas para o apertar;
va calcando o papel assim enrolado sem se
comprometer com dobras muito vincadas; puxe e
calque mais um pouco, e va iterando a manipulagao
até uma dobragem definitiva.

O processo ficara matematicamente completo
quando em cada um dos vértices A, C, D, E,
convergirem 3 segmentos dos bordos da tira, e no
vértice B convergirem 4.

Problema4

Responda ao seguinte com um argumento rigoroso:
serd o pentigono ABCDE sempre regular, ou haverd
maneira de conduzir o processo manipulativo de modo a
obter um pentdgono ndo regular?

De passagem, repare que, na figura 4, o pentagono
nao éregular!

Vendo o né a transparéncia, os bordos da tira
desenham um pentagrama e o seu pentdgono
envolvente, com todos os 10 lados, excepto um... nem
tudono mundo é perfeito!

Envie as suas solu¢des para

Projecto Delfos
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3001-454 Coimbra.




