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Algoritmo de Potenciacao

Para poténcias elevadas, sao claros os ganhos computacionais de usar
algoritmos de potenciagao em etapas. Desenvolve-se aqui um desses
algoritmos.

Dado um real x e um natural 1, para calcular X' podemos usar o método seguinte: escreva-se n na base 2; na
representac¢ao binaria de 7, substitua-se cada 0 pela letra Q e cada 1, com excepcao do primeiro que é ignorado
nesta transcri¢ao, por QX; na palavra que daqui resulta, cada Q significa elevar ao quadrado e cada X representa a
operagao de multiplicagio por x.

Por exemplo, se =21, n representa-se na base 2 por 10101 ,); desta representacao binaria obtemos a palavra

. . 21 R T
QOXQQX, que indica que, para calcular x™, devemos ”quadrar, quadrar, multiplicar por x, quadrar, quadrar e
PRT . . 2 4 5 10 20 21
multiplicar porx”; ou seja, devemos calcular sucessivamentex’, x , x,x ,x ex .

O procedimento delineado acima tem semelhangas com o algoritmo de Horner para determinar uma dizima
de um natural de que se conhece a representagao bindria finita. De facto,se N=a,4,_, - - - 2,4, @y onder>0,a,=1e

a; € {0, 1} paratodo o, entdo este algoritmo traduz-se pelo esquema

Qp | Qp_y | " ai | Qo
2
tabela que é completada do seguinte modo:
(07 Ayr _4 Ap_ e ay ap
2 Gy br —1 br—z U bl bO

onde
b, ,=2xa,+a,

2
b, ,=2xb, +a, ,=2 xa,+2xa, +a,,

r -1
by=2 xa,+2 xa,_ +---+2xa,+a,

Ora, se associarmos a N a palavra
Xﬂr QXﬂr—l Q--- QX”I QX”O
e tivermos em conta que 2, =1, podemos 1é-la como

() QX" Q- QX" Qx")

Trabalho realizado com a orientagao de Maria Carvalho (FCUP) no ambito de uma bolsa da Fundagao para a Ciéncia e a Tecnologia de iniciagao a investigagao.
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einterpretar a sua aplicagdo a x como a composi¢ao em sequéncia das operagdes Q, X" ,0,..,Q, X
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ay 24, ap_y+-+2ay+ag N
X=X — X — X =X .

1.Notacao

Se F é um simbolo funcional, escreveremos («)F para designar a aplicagdo de F a . Sempre que anotagao se
simplificar sem prejuizo da clareza do argumento, omitiremos os parénteses, escrevendo apenas «F. E, ao
contrario do que é usual, descreveremos a composic¢ao de funcdes pela direita: assim («)(FG) representa a accao

de Fseguidadade G navariavelc.

Consideremos o operador Q: R = R, («)Q= o?

e, para cada real x, a aplicagao de multiplicagao por
x, X: R — R ,(a)X= «axx. Por convengao, para cada x real, x’=1. Dado um natural m e qualquer operador
T: R — R, a composta de T consigo mesmo m vezes, To To---oT, serd denotada por T". Como usualmente,

0 . . -
T = Identidade. Note-se que, no algoritmo de potenciacéo, quando, para calcular x", se usa uma palavra formada
com as letras Q e QX, estamos de facto a determinar aimagem de x pelo operador composigao de certos iterados

de Qede X. Por convengao, a palavra vazia I sera interpretada como a Identidade de R.
Finalmente relembremos que todo o niimero natural n pode ser representado numa base b, onde b é um

. . . . . . . . 7 . + . 14 . 1 .
inteiro maior ou igual a dois. Mais precisamente, existe um tinicom € Z, e existem (digitos inicos) ag, Ay, Ay,

de{0,1,---,b-1} coma,#0, tais que

m m-1
n=a,xb +a, xb +---+a xb+ay

arepresentagdo dennabaseb éentdoa,, a,, - -a,a, o Assim, na base tradicional (a decimal), os digitos podem

ser um dos dez algarismos habituais 0, 1, 2, - - -, 9; neste caso é usual omitir o indice na representagao,

escrevendo-se apenasn=a,,a --a, a,. Janabase b=2, a representacao (bindria) de n consiste numa sequéncia

m-1"
finita de 0’s e 1’s, sendo o digito mais a esquerda um 1. Por exemplo, se 1 é representado na base 10 por 27, entao,

nabase2,n=1 1011(2) pois

27=16+8+2+1=1x2"+1x22+0x2"+1x2" +1.

2. Justifica¢ao do algoritmo

Sejam x um real e N um natural. Mostraremos, por indugio em N, que o algoritmo produz efectivamente x".
O caso N=1 ¢ imediato: 1 =15 e, como na transcrigao desta representagao bindria numa palavra o primeiro

digito 1 éignorado, obtemos a palavra vazia I; logo, o resultado do algoritmo é (x) Id, que é x'.
Fixemos agora um real x e suponha-se que, para umdadoN € 7Z o algoritmo da como resultado x".

Sejaa,a, ---aa, 2 representacao finitade Nnabase2,onder >0,a,=1e a;E {0, 1} paratodo oi. Temos as duas

alternativas seguintes:

r+1

Ma,=a,_,=---=a,=ay=1istoé N=111---1,=2" -1

1
N

—



Neste caso N+1=2""=100- - - 0() representagao que tem r +1 zeros; a primeira e segunda etapas do

algoritmo aplicadas a esta escrita binaria conduzem a palavra Qe portanto o algoritmo produz ©)Q"". Ora,
mostra-se facilmente por inducao finita que

Lemal Va€RVmeZ, (a)Q" =a?".

Prova: Fixemos um real cv. Param =0, aigualdade é imediata uma vez que, por convengao,

0
(@) QO =(@)Id=a=a'= o . Suponhamos que aigualdade é valida paraumnaturalm fixado. Entao

+1

@)Q" = [@)Q"10=0" Q=@ Y'=d m

r+1

Resulta deste Lema que (x) Qr+1 = ,ouseja, (x) QHl =

(IT) Pelo menos um dos a;’s é zero, paraalgum i € {0,1,---,r—1}.

Neste caso, sejam € {0, 1, -, -1} o menor indice tal que a,,=0. Assim, na representagao binaria de N, ha um

digito nulo nam-ésima casa seguido por m digitosiguaisa 1:

N=ar~~am+10111~~1(2).
E portanto,

N+1=a,2,,1000---04,

m+1

onde o digito 1 assinalado é seguido por m zeros. A transcrigio dea, - - - a,,,,,, como dita o algoritmo, dd-nos uma
palavra (eventualmente vazia) que corresponde a um operador P (eventualmente a Identidade). Além disso,

aplicando o algoritmo a N obtemos a palavra PQ( ox)"; analogamente, a N +1 corresponde a palavra POXQ".
Ora,

(x) [PQXQ"] = (xP)(QXQ")

Proposiciol. Vme Z, QXQ"=QQX)"X .
Prova: Fixemos um real v e um inteiro ndo-negativo m. Temos

(@)QXQ" = [()QIXQ" = (a)XQ" = (a*. 1) Q"
e, peloLemal,
@* Q" =(a". x)zm

+1

ouseja, (a )QXQm = a2 " Além disso,

@Q(QX)"X =[a’(QX)"] . x

1



Lema2.VieRVYm € Z! (8)(QX)"=42"x*"".
Prova: Consideremosumreal 3.Sem=0, a igualdade é imediata:

(3)Qx) =p=5> . ¥

Suponhamos agora, por indugao, que aigualdade é valida para um natural m fixado. Entao

QX" =1(3)QX)"T(QX) =3 " x " x=52"" 2"

Retomemos a prova da Proposicao. Deduzimosja que, para todo onatural m e todooreal «,

(@)QXQ" = ¥ . 2"
e
(MQQX)"X=[a%QX)"] - x.
Pelo Lema 2, o segundo membro desta tiltima igualdade pode reescrever-se como
[0*(@QX)"] x = [(@)™" . 2" ] x
logo
()QQX)" X =™ 2™
e portanto

(@)QXQ" = ()Q(QX)"X. |

Voltemos ao caso (II) do algoritmo. Ja sabemos que

(x) [PQXQ"] = (xP)(QXQ");

resulta agora da Proposi¢ao que

(xP)(QXQ") = (xP) [Q(QX)"X];

além disso, uma vez que a composicao é operacao associativa,

(xP) [Q(QX)"X] = [(x)(PQ(QX)")IX;

e, por hipétese deindugao, (x)(PQ(QX)m) =x"; logo

[()(PQQX)"MIX = (") . x =2,




3. Vantagens computacionais

O algoritmo de potenciagdo aqui analisado € naturalmente mais vantajoso, numa perspectiva
computacional, se a poténcia é elevada. A economia nos calculos deve-se ao uso eficiente de poténcias ja

calculadas. Por exemplo, 0 modo menos rapido de se determinar 137 60 de multiplicar 13 por si mesmo 52
vezes. Mas, tendo em contaque 53=32+16+4+1, temos

137 =13 x 13" x 13" x 137 = (((((13%) 13)) 13)") 13 = 13 (QXQQXQQX)

o que requer o uso da operagao de elevar ao quadrado cinco vezes (para se obterem 132, 134, 138, 13"% 1332) além de

trés multiplicagoes por 13 (ou seja, 13 x 134, 13x13'x13°e 13x 13" x 13" 1332), num total de 8 multiplicagdes em
vez das52 acima.
O algoritmo é mais eficiente quando os expoentes tém representa¢des bindrias com mais digitos iguais a

zero. Por exemplo, no calculo de K precisamos de 8 multiplicacdes, uma vez que 256 = 2° = 1000000005, e

portanto

256 22222222

= = (@)

~ . 255 .
0 que corresponde a 8 operacdes de elevar ao quadrado. Mas, para determinar x , precisamos de 14

multiplicacdes, das quais 7 sdo operagdes de elevar ao quadrado e as restantes 7 sdo multiplicagdes finais:

8
255=2 -1= 11111111(2)

2 = e xa O —(((((((x )x) x) x) x) x) x) X.

No que se segue iremos comprovar que, dados x # 0 e N € Z’, no célculo de xV, usando o algoritmo de

potenciagao, o nimerom de multiplicagdes efectuadas é sempre menor ou igual a N -1. Note-se que N -1 é o

ntimero de multiplicagdes utilizadas para obter xV se fizermos o produto de x por si mesmo até se chegar a
poténciaN.

Comecemos por observar a seguinte tabela:

N | Ne | Palavra | m | N-1
1] 1 I 0 0
2| 10 Q 1 1
31 11 QX 2 2
4 | 100 Q 2 3
5 | 101 QX 3 4
6 110 | OXQ | 3 5
71111 | (QX) | 4 6

. 3 , .
Quando N=1,20u 3, ovalor dem éN -1, enquanto que, para4 <N <7=2" -1, m é estritamente menor que

N-1.Naverdade esta vantagem € valida para N >4. Verifiquemos esta afirmagao para os casos nao inscritos na

=




tabela (N > 8=2"=1000,).

Suponha-sequeN=ga,a,  --- “1‘10(2)' onder >3,a,=1ea; ¢ {0,1}parai=0,1,---,r.Claramente m é menor ou

igual a0 numero de multiplicagdes efectuadas quando aplicamos o algoritmo ao natural 11 - - - 1,) que tem 7 +1

digitos iguais a 1. Ora a palavra que resulta da transcri¢do desta representagao binaria é (QX)V, e portanto o
correspondente numero de multiplicagdes € 2r. Ou seja, em geral, m < 2r.

‘s . . ~ L . . -1
Por outro lado, é facil verificar por indugao que, para todo o inteiro r maior ouiguala3,setemr < 2 -1ou,

equivalentemente, 27 < 2'-2. Ora, comoN > 27, temosN-1> 2’ - 1, e portanto
ms<2r<2-2<2'-1< N-1

Podemos acrescentar que,dadoN=a,a,_, ---a,4a, Qy onder > 0,a,=1ea;€ {0,1} parai=0,1,---,r,setem

4. Generalizagao

O uso da base 2 nas secgdes anteriores ndo é essencial;, podem estabelecer-se, por argumento idéntico,

algoritmos de potenciacdo que utilizam a representagao dos naturais noutras bases. Como anteriormente, o
processo pode ser descrito pelas trés etapas seguintes: dados b € Z',b=2,xEReNEZ’,

(1) escreva-se Nnabaseb, digamos N=c,c, ,** clco(b), onder >0,c,>0ec; €{0,1,---,b-1}paratodooj;

c; 0 c; c;
(2) na representagao anterior, substitua-se cada c; por X ' sendo X =1d, e coloque-se entre X "o X" aletra
E: obtemos assim a transcrigao
by “1p .
X"EX "E---EX'EXY;
o
(3) a palavra de (2) é agora interpretada do seguinte modo: cada E significa elevar a poténcia b; cada X '

SR ¢
corresponde amultiplicar porx *;

(4) finalmente aplique-se esta leitura ao ntimero 1, da esquerda para a direita, fazendo actuar

. Cr Cra 0
sucessivamente X ', E, X " ,E, .., X":

1 xcr_) xbc,_> xbcHC, a_, xhzcr+bcr ., xb’cr+br '1cr Htbegteg _ xN.
Exemplos:
@) 102=102104 + XEX EX EXEX' = XE' X EXE
1ox—xd o a3y 4102,
(b) 102=204)+ X' EX'EX = X'E’X’
1— x%— x4 ¥ x102
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