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1. Introducao

O nosso objectivo é exemplificar a diferenca de trata-
mento de alguns temas de Matematica elementar entre os
antigos” e os “novos” programas desta disciplina, a nivel
do Ensino Secundario.

Por programas “antigos”, entendemos os programas
do 10° e 11° ano de Escolaridade do extinto Curso Com-
plementar Diurno (dito “Curso das Areas”), que vigoraram
desde o ano lectivo de 1978/1979 até ao ano lectivo de
1993/1994, bem como o programa do 12° ano via Ensino,
que vigorou desde o ano lectivo de 1980/1981 até ao ano
lectivo de 1994/1995. Ao longo dos anos, estes programas
tiveram adaptacoes e ajustamentos, relativamente peque-
nos no caso do Curso Complementar Diurno e grandes para
0 12° ano via Ensino (logo no segundo ano de existéncia,
foi drasticamente reduzido, e sofreu mais alguns cortes
em 1988/1989); tais alteracdes, no entanto, nao afecta-
ram os temas que vamos abordar. A carga horaria semanal
da disciplina foi sempre de 5 horas no 10° e 11° ano; no 12°
ano comecou por ser 5, foi reduzida para 4 durante alguns
anos e voltou mais tarde a ser de 5 horas, valor que se
manteve até a extincao do 12° ano via Ensino.

Por programas “novos”, entendemos os programas do
10°, 11° e 12° ano do novo Ensino Secundario criado pelo
Decreto-Lei n.° 286/89, de 29 de Agosto, na versao de Ja-
neiro de 1997 (conhecidos por programas “ajustados”); nos

assuntos que temos em vista, estes programas coincidem

com os da disciplina de Matematica A da Reforma do Ensi-
no Secundario que esta a entrar em vigor neste ano lectivo
de 2004/2005 no 11° ano de escolaridade (Decreto-Lei n.°
74/2004, de 26 de Marco e Portaria n.° 550-A/2004, de 21
de Maio). A carga horaria semanal dos primeiros foi de 4
horas no 10° e 11° ano e de 5 no 12° ano; a Matematica A
é leccionada em trés blocos de 90 minutos por semana, ao

longo dos trés anos do Ensino Secundario.
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2. A sucessao definida por u, :[1+— ; O
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numero e.

Nos programas “antigos”, o estudo desta sucessao era o
culminar do capitulo 6 do 12° ano, Complementos sobre
sucessées. Quando era abordado, os alunos ja tinham bons
conhecimentos sobre sucessoes (definicao e generalidades,
monotonia e limitacdo, progressdes aritméticas e geomé-
tricas, sucessdes convergentes, infinitamente grandes e
infinitésimos, teorema da sucessdao mondtona, regras ope-
ratérias dos limites, levantamento de indeterminacoes,
soma de todos os termos de uma progressao geométrica),
adquiridos no 11° ano e revistos e completados no 12° ano
(teorema das sucessdes enquadradas, estudo quanto a
monotonia, limitacdo e convergéncia de algumas suces-

soes definidas por recorréncia). Também ja estavam fami-

* Artigo baseado numa palestra proferida na Homenagem ao Prof. Dr.
Armando Machado realizada na Faculdade de Ciéncias de Lisboa a 16 de
Fevereiro de 2005.



liarizados com o método de inducao e com a formula do
bindmio de Newton.

O estudo era feito, em geral, sem grandes preocupa-
cOes com a motivacao ou com aplicacées a “problemas
da vida real” (vejam-se, por exemplo [FCG] ou [GOR2]).
De forma sucinta, demonstrava-se a convergéncia da

sucessao em causa recorrendo ao desenvolvimento de

1 n+1 1 n
u,,+1:(1+mj e u”:(HZj pela formula do bino-

mio para concluir que a sucessao é crescente e a majora-

n
cao de termos do desenvolvimento de (1+1j por potén-
n

cias de 3 para obter a cadeia de desigualdades
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O teorema da sucessdao monotona garante entao que

1Y o ,
u”:(1+— converge, sendo o seu limite um nume-
n

n
ro entre 2 e 3. Definia-se ¢ como lim (1+—j , dizia-se
n—+oo n

que era um numero irracional aproximadamente igual a
2,718 e referiam-se resultados que facilitam o estudo da
convergéncia de sucessbes deste tipo (como, por exem-

plo: “Se x € IR e (a ) é um infinitamente grande ent&o

n

all
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lim |[1+—| =e™).
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E uma abordagem cientificamente correcta, revelando
preocupacao com o encadeamento logico dos temas es-
tudado, mas pouco motivadora e nada interessante para
os alunos; recorre a uma demonstracao algo complicada
e que a generalidade dos alunos se apressava a esquecer,
retendo apenas o Ultimo resultado referido. Refira-se que
o calculo deste tipo de limites surgia quase sempre nos
exames, em exercicios que, frequentemente, requeriam
artificios algo complicados, grande virtuosismo de calculo
e habilidade na manipulacao de expressoes.

Nos ‘“novos” programas, a sucessao definida por

n
0 que, como vamos ver &, no minimo, bizarro, para nao

n
u, = (1+ 1) é estudada no Tema Il do 11° ano (Sucessées),

dizer altamente criticavel do ponto de vista cientifico.

Com efeito, pretende-se o “estudo intuitivo da sucessao

1) <
de termo geral (1+—j num contexto de modelacao mate-
n

matica; primeira’ definicao do nimero ¢” (ver [P1], pag.
29 ou [P11A], pag. 8), numa altura em que os alunos ainda
nem sequer sabem o que € o limite de uma sucessao!! Isto
pode levar a abordagens lamentaveis do assunto, como a

que exemplificamos a seguir:

Abordagem |

Por meio de uma calculadora, determinam-se uns tantos
termos (digamos os 50 primeiros) desta sucessao; proce-

de-se em seguida a representacao grafica e diz-se que a
< 1" .
sucessao (1+ — | , para valores grandes de n, se aproxima,
n

tanto quanto quisermos, de um nimero chamado nimero

de Neper, que se representa por e.

Neste ponto do programa, os alunos ainda ndao sabem
o que é o limite de uma sucessao (fizeram-se apenas algu-
mas referéncias a limites de funcdes, abordados de forma
“experimental” com a calculadora no Tema Il do 11° ano,
de forma tao vaga e intuitiva que chega a ser nebulosa...);
como se isso nao bastasse, estamos a incutir-lhes a ideia
de que basta calcular uns tantos termos e fazer uma re-
presentacao grafica para se estudar a convergéncia, o que
€ gravissimo e constitui um dos mais flagrantes exemplos
da forma como a introducéo ao calculo infinitesimal é tra-
tada nos "novos” programas. Por outro lado, trata-se de
uma sucessao que, pela sua complexidade, destoa imenso
das sucessOes “simples” estudadas neste tema. Que fazer
para apresentar o tema com um minimo de rigor e sem
induzir em erro os alunos?

Um momento de reflexao mostra que o estudo desta
sucessao esta completamente fora de contexto neste tema
do programa: seria preferivel deixa-la para o 12° ano, no
Tema Il (Introducéo ao Cdlculo Diferencial Il), altura em
que os alunos ja dispéem de conhecimentos suficientes

para um estudo mais razoavel. No entanto, esta maneira

1 Nao seria preferivel haver apenas uma definicdo e chamar “caracteriza-
¢cOes” a outras que porventura surjam depois?



de proceder poderia levantar graves questoes relaciona-
das com o incumprimento, ainda por cima deliberado, do
programa em vigor. Assim, podemos optar por uma mu-
danca menos radical: deixar o estudo para o fim do Tema
Il do 11° ano, ja depois da introducao da nocao de limite
de uma sucessao, de forma relativamente rigorosa. Temos

assim a seguinte proposta:

Abordagem Il

Por meio de uma calculadora, determinam-se os 50 pri-

meiros termos desta sucessao; procede-se em seguida a

representacao grafica e diz-se que é possivel provar (em-

bora ndao o vamos fazer) que: .

1) a sucessao definida por u, :(1+1) é estritamente
crescente (dificil). "

2) 2 =u, <u, paratodo on (evidente, a partir de 1).

3)u, <3, paratodoon (dificil).

De 1), 2) e 3), conclui-se, pelo teorema da sucessdao mono-

tona?, que a sucessio dada é convergente, para um nimero

que vamos representar por e, que esta entre 2 e 3.

Esta abordagem esta matematicamente correcta, re-
solve o problema de uma apresentacao rigorosa do assun-
to mas (e isto € um ponto de vista muito pessoal), “sabe
a pouco”: nao seria possivel demonstrar (ainda que isso
seja ir além do que o programa pede) a convergéncia da
sucessao?

Ao tentarmos proceder a uma demonstracao do resul-
tado, vemos imediatamente que nao se pode usar a prova
do 12° ano via Ensino. Com efeito, na altura em que ela
vai ser feita, os alunos ainda nao estudaram um dos seus
“ingredientes” fundamentais, a formula do bindmio, que
s6 surge no Tema | do 12° ano (Probabilidades e Combina-
toria). Por outro lado, a prova referida ndo é, em nossa
opinidao, muito interessante ou motivadora. Felizmente,
conhecem-se provas alternativas, como a que se pode
ver em [KK] e que apresentamos a seguir, constituindo a

“base matematica” da abordagem IIl.

2 Estudado na rubrica Limites do tema Ill do 11° ano.

Abordagem Il

Por meio de uma calculadora, determinam-se os 50 pri-
. < - 1)
meiros termos da sucessao definida por u,, = (1+— ; pro-
n

cede-se em seguida a representacao grafica e passa-se a
prova da sua convergéncia, pelo método que apresenta-
mos a seguir.

n
Define-se ¢ como 1im(1+1j .
n

A prova necessita de um lema, que é interessante por

si sO.

Lema (desigualdade de Bernoulli)
Sea>-lea =0, entdo (1+a)" > 1+no, para qualquer nd-

mero natural » maior que 1.

Demonstracao

Imediata, por inducao em n (recorde-se que nos “novos”
programas, o método de inducado matematica tanto pode
ser dado no Tema Il do 11° ano, para demonstrar proprie-
dades das sucessdes, como no Tema | do 12° ano, para
provar propriedades combinatoérias - ver [P1], pag. 36 e
[P10A], pag. 21).

Teorema

< - 1Y,
A sucessao definida por u, = (1+ —j € convergente.
n
Demonstracao

Comecemos por provar que a sucessao dada é (estrita-

mente) crescente. Seja n > 1.
1 n
1 n—1 1 n 1 -1 [14’;]
u”_1<un<:>(1+—) <(1+—j @(H—J <——
n—1 n n—1

n

e o resultado sobre a monotonia segue-se tomando no

1
lema o = -
n



Para a provar a limitacao, vamos considerar uma su-
n+1
cessao auxiliar definida por v, = (1+ —j e provar que ela
n
é decrescente; como se tem obviamente u, <v paratodo

0 n, segue-se que 2 = ugsu <v <v, = 4 paratodoonea
conclusao segue-se do teorema da sucessao monotona. A

prova é muito semelhante a anterior:

1 n
1) 1 n+1 (14’?) 1 1
v”_1>vn<:>(1+—j >(1+—j @L{H—] o
n—1 n 1Y n
()
n

Ora, tomando no lema o = 2—1, vem
n?—
n
(1+ 21 ) >1+ Zn >1+£2:1+1,
n-— n° -1 n n

0 que conclui a prova.

Observagbes:

1. Pode ver-se em [CJ] uma outra versao desta prova,
que é um pouco mais simples em termos de manipu-
lacoes algébricas. No entanto, essa prova pressupoe o
conhecimento da desigualdade entre as médias arit-
mética e geométrica, pelo que preferimos a demons-
tracao apresentada. Outras demonstracoes podem ser
vistas em [GN] ou [DH].

2. Como a segunda parte da prova é muito semelhan-
te a primeira, o professor pode optar por deixa-la
como exercicio para os alunos, o que permite in-

clusive que sejam eles a fazer a transformacao de

2

" em1+
nt -1 nt -1

sugerido nos programas (veja-se [P1], pag. 27).

, um tipo de manipulacao algébrica

3. Tem-se obviamente

1 n+1 1Y 1
limvnzlim(1+—j zlim(1+—j Xlim[1+—j:ex1:e.

n n n
No entanto, o resultado nao pode ser apresentado as-

sim aos alunos, pois eles ainda nao estudaram as regras

operatorias dos limites; no actual 11° ano, o calculo de

limites faz-se por comparacao e enquadramentos, re-
correndo as chamadas “sucessoes de referéncia”...

4. A primeira vista, pode parecer que o enquadramento
obtido para e por este método é pior que o tradicio-

nal: provamos apenas que 2 < e < 4. Basta no entanto

fazer n = 6 na desigualdade ¢ < (1+;]n+1 para reobter

o enquadramento classico 2 < e < 3. Pode-se até ir

bastante mais além, observando que:

(22T Hed)
n n n n

permite calcular o valor de e com precisdo arbitraria;

gi, 0 que
n

|vn —uy | =

isto tera, no entanto, que ficar para o 12° ano (e, infe-
lizmente, nédo se trata de um método particularmente
eficaz.....).

5. Nao abordamos o problema da precisdao numérica da
calculadora, que surge naturalmente no estudo deste
tipo de sucessoes. Com efeito, para n “suficientemente
grande”, 1+1 ~1na calculadora e todos os termos da
sucessao sae’rln iguais a 1! O leitor interessado pode ver

um tratamento detalhado deste problema em [CM].

Até aqui, a discussao foi apenas sobre os aspectos ma-

n

tematicos do estudo da sucessao de termo geral (1+;) ;

vejamos agora como tem sido tratado a sua apresentacao
num ‘“contexto de modelacao matematica”.

Todos os autores de manuais que consultamos recor-
rem, de forma mais ou menos explicita, a uma questao
de Matematica Financeira: o problema da capitalizacao
continua, conforme é sugerido em [P1], pags. 63 e 64.

Alguns usam-no como motivacao para o estudo da suces-
. 1\
sao de termo geral (1+ — | , ao passo que outros preferem
n

aborda-lo ja depois de se ter definido o nimero e, proces-
so que preferimos utilizar. Para analisar esta aplicacao da
Matematica a Economia, recordemos em que consiste o
regime de capitalizacdo composto.

Se num banco colocarmos 1000 euros a taxa anual
de 10%, ao fim de um ano teriamos o capital acumulado

M1=1000(1+O,1); ao fim do segundo ano, o capital seria



M,=1000(1+0,1)(1+0,1)=1000(1+0,1)?, se os juros rece-
bidos no fim do primeiro ano fossem capitalizados, ren-
dendo eles por sua vez também juro. Prosseguindo desta
maneira, o capital acumulado ao fim de n anos seria dado
por M =1000(1+0,1)"; em geral, para um capital inicial
C e uma taxa de juro anual i, o capital acumulado ao fim
de n anos é M =C(1+i)". Surge entao a questdo: podere-
mos obter maior rendimento mantendo inalterada a taxa
anual, mas reduzindo o periodo de capitalizacao? E sera
possivel enriquecer em pouco tempo a partir de um pe-
queno capital inicial recorrendo a periodos de capitaliza-
cdo cada vez mais pequenos, ao semestre, ao trimestre,
ao més, ao dia, ao minuto, ao segundo....?

Aresposta a primeira questao é obviamente SIM, a res-
posta a segunda é NAQO! Para vermos isto, podemos recor-

rer a uma formula de Matematica Financeira:

i nt
Mt :C(1+_j )

n
que nos da o capital acumulado ao fim de r anos, sendo

C - capital inicial
i - taxa de juro anual

n - nimero de capitalizacées por ano.

Supondo, para fixar ideias, que C = 1 euro, i = 100% e
t =1 ano, vem que nunca se pode ter ao fim de 1 ano mais

que e =~ 2,718 euros, uma vez que, mesmo em capitaliza-

n
¢éo continua (n — +), setem lim M= lim (1+_) =e.
n—+oo n—+oo n

Mais geralmente (mas isto ja pressupde conhecimento do

calculo com limites...), o valor a receber ao fim de t anos

.\t
5 . 1 i
nunca pode exceder lim M, = lim C|1+—| =Ceé".
n=doo  n—>too n

Esta aplicacao da Matematica a uma situacao da “vida
real” resulta muito bem com os alunos, em especial com
os do 3° Agrupamento (Economia), que ja estudaram as
formulas do regime de capitalizacdo composto em disci-
plinas da sua formacao especifica. Os alunos dos outros
agrupamentos tém, em geral, necessidade de uma breve
revisao sobre as modalidades de juros (assunto abordado

no 7° ano de escolaridade).

E, em nossa opiniao, uma das ideias mais felizes dos
“novos” programas, contrastando fortemente com a for-
ma menos interessante como o assunto era tratado na
generalidade dos manuais do 12° ano via Ensino. Nao que-
remos, no entanto, deixar de referir aqui uma notavel
excepcao, o livro M12, da Texto Editora, da autoria dos
Professores Armando Machado, Paulo Abrantes e Raul Car-
valho: no inicio do capitulo dedicado aos Complementos
sobre sucessoes, comeca-se precisamente por falar a pos-
sibilidade de um enriquecimento rapido reduzindo cada
vez mais os intervalos de capitalizacao, uma abordagem
surpreendentemente “moderna” para um livro editado
em 1988. E ainda notavel que nesse mesmo capitulo se
faca ja referéncia ao uso de calculadoras (cientificas) e
computadores, mencionando-se mesmo as limitacdes do

método experimental em Matematica, por meio do exem-

3n-6
plo do calculo de lim(nHj , que da ¢'? e nao zero,

n+
como uma utilizacao descuidada da calculadora ou com-

putador poderia sugerir ([M12], pag. 186).

3. Determinacao das raizes reais de
polindmios de coeficientes reais.

A diferenca entre o estudo deste assunto nos "antigos” e
nos “novos” programas reside essencialmente na possibi-
lidade que agora se tem do uso de calculadoras graficas
sofisticadas. No fim do 9° ano, os conhecimentos sobre po-
lindmios e equacoes dos alunos de hoje sao (teoricamen-
te....) iguais aos de ha vinte anos: nocao de polinémio,
operacoes com polindmios (excluindo a divisao inteira),
casos notaveis da multiplicacdo e factorizacao em casos
simples, resolucao de equacdes do primeiro e do segundo
grau (estas Ultimas pela formula resolvente). Nos progra-
mas “antigos”, os polindmios surgiam no 10° ano, integra-
dos no capitulo “Expressdes designatorias”; nos “novos”
programas, sao estudados também no 10° ano, mas num
contexto algo diferente, de estudo de funcoes, no Tema Il

(Funcgées e grdficos-Generalidades. Funcées polinomiais.



Funcdo médulo). As diferencas, se excluirmos as devidas
ao uso das calculadoras, sao, no entanto poucas, confor-
me se pode constatar consultando os manuais existentes:
depois do estudo da divisao inteira de polindmios, com
particular incidéncia na divisao por x - a feita na pratica
pela regra de Ruffini, segue-se o Teorema do Resto® e a
decomposicdo de polindmios em factores em casos sim-
ples (estudo completo para polindmios quadraticos; para
graus superiores apenas se estudam casos em que seja
possivel descobrir facilmente raizes ou se possam aplicar
os casos notaveis da multiplicacao) e, esporadicamente,
alguns assuntos um pouco mais avancados, como a nocao
de multiplicidade de uma raiz ou o teorema que diz que
um polinémio de grau n ndo pode ter mais que n raizes®.
Métodos mais sofisticados de calculo de raizes, como as
formulas resolventes para equacdes do 3° e do 4° grau,
nao eram abordados nos programas “antigos” e continuam
a ndo o ser nos “novos”. A nivel de 12° ano, costuma fa-
zer-se uma referéncia ao método da bisseccao quando do
estudo do Teorema de Bolzano, mas nao é dada, em ge-
ral, grande relevancia ao assunto. No 12° ano via ensino,
resolviam-se alguns problemas de separacao de zeros, a
propdsito do teorema de Rolle e seus corolarios, o que
ja nao se faz actualmente, dado que este teorema nao
figura nos “novos” programas. Embora muitos desses pro-
blemas até se possam resolver por consideracoes simples
de monotonia estudada através do sinal da derivada, eles
pura e simplesmente deixaram de “estar na moda”, por

motivos obvios.

3 O resto da divisao do polindmio p(x) por x-o € p(a).

4 Em [P1], pag. 54, refere-se uma versao do Teorema da raiz racional, (se
p € um zero inteiro de um polinémio de coeficientes inteiros, p divide
o termo constante), mas o assunto tem sido praticamente ignorado nos
manuais. Vejam-se [MA] ou [RA1] para mais detalhes.

5 Ha por vezes falhas “estranhas”: experimente-se resolver a equagao
x*=0 numa TI-83.

6 Alguns modelos, como a CASIO CFX-9850G, tém menus para a resolugao
directa de equagbes do segundo e terceiro grau, apresentando inclusive
raizes complexas; ha ainda a hipotese de recorrer as capacidades de
programacao destas maquinas para resolver o problema, como se pode
ver em [TI] .

7 Nao vamos abordar aqui os problemas que esta discretizacao por vezes cau-
sa; o leitor interessado pode consultar [CM] para um estudo detalhado.

Com as calculadoras actualmente existentes no mer-
cado, a situacdo mudou: é possivel, pelo menos em
principios, obter facilmente as raizes reais de um poli-
noémio, com grande aproximacdo. De um modo geral®,
o utilizador comeca por definir o chamado rectangulo
de visualizacao, uma versao discreta (ou, de forma tal-
vez mais expressiva, pixelizada...) do rectangulo de IR?
[xmin,xmax]x[ymin,ymax], onde os parametros xmin, xmax,
ymin € ymax tém significados dbvios, e depois a calcula-
dora determina os zeros que estao entre xmin e xmax. Se,
por acaso, nao detectar zeros no intervalo [xmin,xmax],
emite uma mensagem apropriada, como “Not Found”
(CASIO CFX-9850G) ou "ERR: NO SIGN CHNG” (TI-83). E
pois muito conveniente dispor de um processo que nos
permita, a partida, escolher um intervalo [xmin,xmax]
que contenha todos os possiveis zeros. Repare-se que, em
principio, o intervalo [ymin,ymax] € relativamente irrele-
vante, se [xmin,xmax] estiver bem escolhido: desde que
0<]ymin,ymax], o grafico exibido no ecra exibira a regiao
em torno do zero e sabendo xmin e xmax, a maquina de-
termina automaticamente valores para ymin e ymax, que
podem ser depois refinados manualmente. Uma resposta
excelente a questao da determinacao de [xmin,xmax] foi
dada na seccao Consultério Matemdtico do n.° 36 do Bole-
tim da Sociedade Portuguesa de Matematica, seccao essa
que na altura era de responsabilidade do Prof. Armando
Machado. E essa resposta ([MA]) que passamos a referir.

Antes de mais, repare-se que nada se perde ao supor
que o polindbmio em causa é monico: se nao for esse o
caso, basta dividir ambos os membros da equacao pelo
coeficiente principal do polindmio. Temos entao a seguin-

te proposicao:

Proposicao
Sejam n um nimero natural e, para cada i tal que 1 <i <n,

a,€IR. Seja M =0 o maior dos n nimeros Ial.l. Para cada

n-1

x€IRtal que X"+ a " +...+a x+a =0, tem-se entdao

1
que |x| =M+ 1, por outras palavras, podemos tomar xmin

=-M-1exmax=M+ 1.



Demonstracao
Seja x um nUimero real solucdo da equacao dada. Podemos
desde ja supor que |x|>1, pois nada ha a provar se esta

desigualdade nao se verificar. Vem entao

|x|n = x| = a1x”_1+...+a,l_1x+an <
1
<l ™"+t e o | <
n—1 |x|”—1
<Mt s
|1

(repare-se que a soma dentro do paréntesis € a soma dos n
primeiros termos de uma progressao geométrica de razao
|x| e primeiro termo 1). Segue-se que
n
x| —1
|x|" SML
|1

donde
1
|x|—1SM|x|—_1SM

|x|)l

e tem-se o resultado.

Observacgoes

1. Esta proposicao aparece enunciada sem demonstracao
na brochura de Funcoes para o 10° ano ([F10]), bem
como nalguns manuais escolares ([CRM], por exemplo).

2. Pensamos que a proposicao acima deve ser enunciada
no 10° ano de escolaridade e demonstrada no Tema llI
do 11° ano (Sucessbes). Com efeito, nessa altura os
alunos ja adquiriram todos os conhecimentos necessa-
rios (essencialmente, saber trabalhar com modulos e
utilizar formulas das progressoes geométricas) e esta
regra € um exemplo feliz da “simbiose” entre os mé-
todos classicos e as novas tecnologias: ao pretender
resolver-se um problema classico por meio das calcu-
ladoras, somos conduzidos a outro problema que por

sua vez é resolvido por métodos mais tradicionais.

4. A regra de Ruffini,
ha vinte anos e actualmente

A forma de apresentacao da regra de Ruffini é

igual nos dois programas que temos vindo a considerar:
estudada no 10° ano (com demonstracao), ela surge como
uma maneira pratica de efectuar a divisao de um poli-
noémio por um binémio do tipo x - a, sendo utilizada com
frequéncia em questdoes como a decomposicao de poli-
nomios em factores e a determinacao de raizes. Vamos
nesta seccao indicar algumas aplicacoes menos vulgares
da regra de Ruffini, que nos parecem ser especialmente

adequadas aos novos programas.

1? aplicagdo: uma versao simplificada do Teorema da
raiz racional
Como se sabe, este teorema afirma que se p(x) = ap”" +

a1x"'1 +..+a_.x+a_ €um polindmio de coeficientes intei-

1

ros coma, e a, nao nulos, qualquer raiz racional de p(x)

0
pode ser escrita na forma p/q, com p e g inteiros primos
entre si, sendo p divisor de a e g divisor de a,.
0 resultado que nos propomos provar € o seguinte:
“Se a é um zero inteiro do polindmio de coeficientes in-

teiros p(x) = aax" + a1x"'1 +ota,

X+a,coma,€a Nao
1 n 0 n
nulos, entao a divide o termo independente an” (vejam-se
a nota 4 do presente trabalho e [P1], pag. 54).

Para o provar, recordemos o enunciado e uma demons-
tracao usual da regra de Ruffini:

1

“Sejam p(x) = ax" + X" +..+a_,x +a um polinbmio

1
de graun, e g(x) = qof” + q1x”’2 +...+¢, , €Roquociente
e o resto da divisao de p(x) por x - a, respectivamente.
Entao, tem-se que

q90 = 4o

a1 =aqp + a4

dp-1=0aq,_2 ta, 4
R=aq,_1+a,

Demonstracao (da regra de Ruffini)
Como p(x)=(x-a)q(x)+R, efectuando as operacoes e iden-
tificando os coeficientes dos termos de igual grau nos dois

membros, segue-se que



490 = o
q1=aqo+aq
, como desejavamos.

dn-1=0aqy_2 + a1
R=aq, 1+a,

Demonstracao (da versdo simplificada do Teorema da

raiz racional)

1

Suponhamos que o polinémio p(x) = agt' +ax" +.+a x

1

+a, tem coeficientes inteiros, com a, e a, nao nulos e seja

0
a um seu zero inteiro. Sejam g(x) = qo)/” + q1x”’2 +ot g,
e R o quociente e o resto da divisao de p(x) por x - a. Pelo
Teorema do Resto, R = 0 e vem entao
4o =ap
q1=aqo + a4

90 = o

q1=aqo +a

4p-1=a9,-3 ta,_4
0= aqn-1ta,

Gn-1=aqy-2 +a,_1
a(_qn—1) =a,
donde se segue que todos os coeficientes de g(x) sao intei-
ros e a divide a,, como queriamos.

Pensamos que o resultado acima pode ser apresentado
como corolario da justificacao da regra de Ruffini preconi-

zada no programa em vigor.

2? aplicagdo: economia de operagdes e ganho de pre-
cisao

Nos “novos” programas do 11° ano ([P1], pag. 27), surge
a seguinte IndicacdGo Metodoldgica, a proposito do estudo
das funcdes racionais:

“...0 aluno devera ser capaz de transformar expressoes

2 3 x+3 2
x+2 em x—1+ —— ou —— em 1+—1 e observar
X+

x+1 x+1 x+1
que, do ponto de vista computacional, normalmente se

como

ganha em precisao, pois se efectua um nimero mais redu-
zido de operacoes.”.

O problema da economia de operacodes, praticamente
ignorado nos programas “antigos”, € um assunto perti-
nente em calculo numérico e a sua abordagem nos “no-
vos” programas €, em nossa opinido, positiva. Sucede, no

entanto, que é possivel referi-lo de forma mais natural e

completa a nivel de 10° ano. Com efeito, seja p(x) = aox” +

a1x"'1 +..+a_,x+a_ um polinomio e suponhamos que pre-

1
tendemos calcular o seu valor num certo ponto a. Se nos
limitarmos a substituir o valor de a na expressao anterior,
teremos de efectuar um total de » adigoes (algébricas) e
2n-1 multiplicacées. Ora, pelo Teorema do Resto, o resto
da divisao de p(x) por x - a é precisamente p(a) € como
este resto pode ser obtido pela regra de Ruffini com n
adicoes e n multiplicacdes, temos assim uma economia
consideravel de calculo; para um exemplo concreto, pode
consultar-se [GM]. Neste contexto, a regra de Ruffini cos-

tuma ser conhecida como algoritmo de Horner.

3?2 aplicacao: que sucede se aplicarmos repetidamente
a regra de Ruffini?

A titulo de exemplo, consideremos o polinémio p(x) = 3x>
+ 242 - x + 1 e dividamo-lo pelo binémio x - 1; em seguida,
dividamos por x - 1 o quociente obtido e assim sucessiva-

mente. Obtemos o seguinte esquema:

3 2 - 1
1 3 5 4

3 5 4 5 =R,
1 3 8

3 8| 12 =R,
1 3

3 11 =R,
1

3 =R,

Surge entao a questao: qual a relacao (se alguma existe)
entre o dividendo inicial, o divisor e os sucessivos restos?

Sabemos que o primeiro resto é p(1); verifica-se imedia-
tamente queR2=p’(1 ), que R, =p”(1)/2!eque R4=p’"(1)/3!.
Para manter a exposicao a nivel do 12° ano, analisaremos
apenas o caso do segundo resto R, deixando ao cuidado do
leitor os restantes (sugestdo: formula de Taylor).

Concretamente, vamos demonstrar o seguinte resul-
tado:



“Sejam p(x) um polinomio de grau maior ou igual que 1 e
a um numero real qualquer. Pondo

q,(x) = quociente da divisao de p(x) por x - a

R, = resto da divisao de p(x) por x - a

q,(x) = quociente da divisao de q,(x) por x -a

R, = resto da divisao de g, (x) por x - a,

”

tem-se que R, = p’(a).

Demonstracao

Sabe-se que

px) = (x - a)q,(x)+R,
q,(x) = (x - a)g,(x)+Ry;

se derivarmos em ordem a x a primeira igualdade, vem
p'(x) = (x - a)g’,(x)+q,(x). Fazendo nesta expressao x =
a, obtém-se p’(a) = gq,(a) (1).

Por outro lado, fazendo x = a na igualdade ¢,(x) =

(x - a)q,(x)+R,, vem q,(a) = R 2); o resultado segue-se

(
2
imediatamente das igualdades (1) e (2).

Para concluir, vamos utilizar esta Gltima proposicao
para fazer uma “ponte” entre o Ensino Secundario e o Su-
perior, aplicando-a a um problema de calculo numérico.

Um dos métodos mais conhecidos para determinar
raizes de equacdes nado lineares é o processo iterativo
conhecido como Método de Newton: se pretendemos de-
terminar um zero de uma funcao f, definida num intervalo
[a,b], tomamos xOE[a,b] e definimos uma sucessao (x,) por

meio de
_ f(xn) .
S (x)

Xn+1= Xy

Em condicoes nao muito restritivas, prova-se que a su-
cessao assim definida converge para o (Unico) zero de f em
[a,b](veja-se, por exemplo, [VM], pags. 39 a 43). Este mé-
todo tem, no entanto, um inconveniente: exige em cada
iteracao o calculo do valor da derivada, o que pode ser
aborrecido se a expressao da derivada for complicada ou

o calculo dos seus valores pouco eficiente comparado com

o calculo de valores da funcdo. Uma solucao é substituir

a derivada f(x ) pela razao incremental M,

n

Xn = Xn-1

obtendo-se o conhecido método da secante

f('x”)
X = Xp——————

T ) = (1)
Xn = Xpn-1

No entanto, se estivermos apenas interessados no cal-
culo de raizes de polindomios, a proposicdo anterior da-nos
um método muito eficaz de calcular f(xn) e f’(xn): basta
aplicar duas vezes a regra de Ruffini, com o dividendo ini-
cial f(x) e o divisor (x - x ). Esta observacao muito simples
€ a base de um algoritmo para calculo de raizes de polino-

mios conhecido como método de Bierge-Viete.
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Bartoon
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