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1. Introducao

No Modulo Inicial do programa de Matematica A do 10° ano
surge uma lista de problemas que tém o objectivo de “....
consolidar e fazer uso de conhecimentos essenciais adqui-
ridos no 3° ciclo de modo tanto a detectar dificuldades em
questdes basicas como a estabelecer uma boa articulacao
entre este ciclo e o Ensino Secundario.” ([PA], pag. 23).
Chamou-nos particularmente a atencao o chamado “pro-
blema das fraccoes”, pois pareceu-nos levantar questoes
interessantes e nada triviais, muito para além do que se-
ria de esperar num problema proposto a nivel de 10° ano.

0 seu enunciado completo é o seguinte:

Que nUmeros racionais sao representaveis por dizimas
finitas? Qual a dimenséo do periodo de uma dizima infinita

periodica?”

Sucede que, enquanto a primeira questao pode ser
tratada facilmente a nivel do Ensino Secundario, é muito
mais dificil dar uma resposta satisfatoria a segunda; na
verdade, a primeira esta relacionada com os primos que
surgem na factorizacao do denominador da fraccao em
causa, ao passo que no estudo da segunda ha necessidade
de utilizar conceitos e processos mais avancados, como
a ordem de um elemento num grupo ou o Teorema de
Fermat-Euler, que sao normalmente estudados no Ensino

Superior, em Algebra ou Teoria de Nimeros.

Comecaremos por analisar as abordagens do assunto
por parte de alguns manuais do Ensino Secundario exis-
tentes no mercado e procuraremos em seguida responder

as duas questoes do problema.

2. Algumas abordagens do problema

Para facilitar a analise, vamos chamar questao A a pergun-
ta “Que numeros racionais sao representaveis por dizimas
finitas?” e questao B a "Qual a dimensao do periodo de
uma dizima infinita periddica?”.

Em alguns manuais do actual Ensino Secundario
([StAubyn], [Neves], [Soveral] e [Mendes]), os autores
optaram por nao abordar explicitamente os problemas
A e B, o que é perfeitamente legitimo de acordo com o
programa em vigor, limitando-se a algumas referéncias a
fraccoes, dizimas finitas e infinitas, nimeros racionais e
irracionais. Em [Gomes] aborda-se brevemente o proble-
ma A, essencialmente a base de exemplos, ficando como
exercicio provar que as fraccoes cujo denominador é pro-
duto de poténcias de base 2 ou 5 originam sempre dizimas
finitas. O tratamento do problema que surge em [Costa]
é também sucinto mas muito interessante, especialmente
no que se refere ao problema B: dada uma fraccao irredu-
tivel a/b, correspondente a uma dizima infinita periddica,
os autores procuram levar os alunos a uma majoracao do

comprimento do periodo, considerando os restos possiveis



da divisao de a por b; trata-se, em nossa opiniao, de um
bom exemplo de uma situacao em que, nao sendo capa-
zes de obter a solucao exacta de um problema, somos no
entanto capazes de a limitar. O que distingue essencial-
mente [Bernardes] das obras anteriores é uma maior insis-
téncia na utilizacao das calculadoras, usando a instrucao
[MATH] Frac das calculadoras da Texas Instruments para
a passagem de dizima a fraccdo, um problema que tam-
bém é resolvido por via analitica.

De todos os manuais consultados, € em [Jorge] que
surge a abordagem mais completa e interessante do “pro-
blema das fraccoes”. Na forma de um dialogo entre dois
alunos, um dos quais “tem um segredo: gosta de frac-
cdes”, sao considerados os problemas A e B e a passagem
de dizima a fraccdo. Depois de algumas revisdes sobre
a correspondéncia “nimero racional <> dizima finita ou
infinita periddica” e “numero irracional <> dizima infinita
nao periodica”, estabelece-se a propriedade de que as
dizimas finitas sao equivalentes a fraccdes com denomi-
nadores do tipo 2x5P e considera-se em seguida o seu
reciproco. Assinala-se a conveniéncia de trabalhar com
fracgdes irredutiveis e aborda-se em seguida o problema
B. Trata-se também do problema da passagem de dizima
a fraccao, por via analitica. Ao longo do texto, tocam-se
assuntos menos vulgares, como a nocao de “cauda de
noves”, que permite reduzir as dizimas finitas a dizimas
infinitas periodicas (por exemplo, 0,5 = 0,499999999....),
a de anteperiodo (sequéncia de algarismos comecando
imediatamente a seguir a virgula decimal e terminando
imediatamente antes do inicio do periodo; por exemplo,
em 0,8(3), 8 é o anteperiodo). Da-se ainda um exemplo
de numeros ciclicos (embora sem usar o nome), um topi-
co importante em Matematica Recreativa, a proposito do
estudo de 1/7 (veja-se [GM] ou [CG]). Todo o dialogo é

1 O facto de as maquinas de calcular usuais apresentarem os resulta-
dos com um maximo de apenas 10 casas decimais pode levar os alu-
nos a concluir erradamente que ha fracgbes as quais correspondem
dizimas infinitas ndo periddicas. Isso pode acontecer com fracgoes
tao simples como 1/17=0,(0588235294117647), obtendo-se na TI-83
1/17=0,0588235294, o que sugere a inexisténcia de periodo; veremos
mais adiante como se pode resolver este problema.

acompanhado de observacoes e sugestoes pertinentes e nao
falta uma referéncia a dificuldade de usar as maquinas de

calcular habituais para o estudo dos periodos das dizimas'.

3. Representacao de numeros reais por dizimas

No estudo das dizimas como é habitualmente feito no
3° ciclo do Ensino Basico e no Secundario, ha uma certa
ambiguidade, relacionada com as chamadas “caudas de
noves”. A titulo de exemplo, consideremos o nimero 1/2.
Tem-se por um lado 1/2 = 0,5 (dizima finita) e por outro
lado 1/2 = 0,499999999..... (dizima infinita periddica).
Assim, a um mesmo nimero podem corresponder duas di-
zimas, que sao distintas, no sentido de que as sucessoes
de digitos que as formam sao diferentes. Seria natural-
mente conveniente tentar evitar este tipo de problemas,
de forma a existir uma correspondéncia biunivoca entre
os numeros reais e as dizimas. Com este fim em vista,
vamos analisar com algum pormenor em que consiste a
representacao de numeros reais por dizimas.

No que se segue, vamos representar por | o | a parte
inteira (também conhecida por caracteristica) do nimero
real ; trata-se de uma notacao usual em Teoria de Nime-
ros e parece-nos ser melhor que o C(a.) ou o I(a) vulgar-
mente utilizados no Ensino Secundario (para nao falar no
Int(a:) das maquinas CASIO ou o iPart(a) das TEXAS...).

Seja entdao o um numero real positivo; ele pode obvia-
mente ser escrito na forma o=| o |+x, com0<x<1. Su-
pondo que | « | >0, existird certamente um inteiro nao ne-
gativontal que10” <| o | <10"*"e entdo, dividindo por 10,
segue-se que | o |= A4410" + Xy, com 0 < A, = L10‘”aJ <10e
0 < Xy <10". Por aplicacao sucessiva do algoritmo da divi-
sao, vamos obter

X,= 410"+ X;,
X, =A310" 2+ X5, 0<A3<10, 0<X; <1

0<4,<10, 0<X, <1

Xn—1:An10+Xr <

Xn = An+1v

0<4,<10, 0<X,
0< A, <10.
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Tem-se assim a representacao
| o= A10" + 410" '+ ..+ A,10+A,,4, que se costuma
abreviar para | o |= 414;.. A, A1, cOM A;#0, 0< A <10;
€ apenas a representacao habitual de um nimero inteiro
em base 10.

Passemos ao tratamento da parte fracciondria (ou
mantissa), x. O processo € muito semelhante ao anterior,
embora mais complexo. As justificacoes das consideracoes
um pouco mais delicadas sobre convergéncia e correspon-
déncia entre dizimas e nimeros reais que vamos fazer em
seguida poderao ser omitidas numa primeira leitura.

Sejam x=fiea=[10/]; a, € um nimero inteiro
nao negativo inferior a 10, pelo que podemos escrever
10/, = a1+ f», sendo 0 < f, < 1. Repetindo o processo, tem-se
a; =|104, |, 10/, =az + f3, sendo 0 < f, <1e a, um niimero
inteiro ndo negativo inferior a 10. Por sua vez, a3 = L10 5 j,

10f3=az + f4, sendo 0 < f3 <1 e a, um nimero inteiro nao

3
negativo inferior a 10. E assim sucessivamente.
a a a
Se representarmos por x a soma —1+—22+...+ m_
10 10 10™

podemos escrever
X=X+ 8m+1

com
10"’! 10"’! :
Associamos assim ao nUmero x a dizima 0,a,a,..... .

. 1
0ng+1:L+1<

Como se tem 0 <a.<9 paratodooie lim g,.41=0, a
! M—s+o0

série
3 4
i [
converge para x. Escreve-se entao x = 0,a1a2 ..... , como &
usual. Qualquer dizima deste género representa um nu-
mero real entre 0 e 1, mas ha um tipo de dizima que o
processo descrito ndo pode gerar, a saber, as dizimas que
contém uma “cauda de noves”. Com efeito, tem-se

1 9

iZm+110i 10™ i2m+110i

ai

Em+1~

e portanto nao podemos ter uma infinidade de digitos 9
consecutivos a partir de nenhuma ordem. Desta observa-
cao vai decorrer que a dizimas diferentes correspondem
nimeros diferentes: suponhamos, com vista a um absur-

do, que

a b
-3 d

gl

1
=100 541
e que existia um indice n para o qual se tinha g, # b,. Seja
N o menor indice para o qual ay #by. Entdo |ay —by|=1
e vem
Foo
a4

0= u _Fhl, 1§ bl

i=1W_i=110i 10V i=N+1 10'
1 S 9
o que implica a existéncia de uma “cauda de noves”
(an-bn=9 ou an—bn=-9 para n > N), 0 que ja vimos ser im-
possivel.
Combinando as expressoes obtidas anteriormente para
as partes inteira e fraccionaria, podemos resumir as nos-

sas conclusoes no seguinte teorema:

Teorema 1. Qualquer numero real positivo o pode ser es-
crito na forma de uma dizima

A1A2....An+1,a1a2 ..... ,

com 0 SA5<10’ (1=<isnt1)e0< a; < 10 para todo o natu-
ral i. Existe pelo menos um A, nao nulo e uma infinidade dos
a, é diferente de 9. A correspondéncia acima obtida entre
0s nimeros reais positivos e as dizimas ¢ biunivoca®.

Vejamos a titulo de exemplo a representacdao de
23 23 3

a=—. Extraindo a parte inteira, o=—=1+—;
20 20 20

A1:1ex:%. Segue-se que 10x = 1,5, donde a;= 1,

f1=0,5. Agora 10f1 =5, logo a,= 5 ef,= 0. Tem-se final-

mente o = E: 1,15.
20

Voltamos a salientar que, tendo em conta o processo de

2 Atitulo de curiosidade, referimos que esta correspondéncia, que pode
ser feita em outras bases além da base 10, pode ser usada para definir
funcoes sobre os nimeros reais operando sobre os digitos das dizimas
que os representam, permitindo a construcao de certos “monstros” da
Analise, como fungdes continuas em IR sem derivada finita em nenhum
ponto e linhas continuas que preenchem um quadrado. Sugerimos a
consulta de [GN] para mais detalhes.

3 A discussao do problema das “caudas de noves” que apresentamos €
demasiado complicada para ser feita a nivel do Ensino Secundario; as-
sim, caso se pretenda abordar este assunto, somos da opinido que a nao
consideracao de “caudas de noves” devera ser apresentada como uma
convencao destinada a assegurar que a cada frac¢ao corresponde uma
Unica dizima.



representacao que descrevemos, seria incorrecto escre-
ver o = % =1,149999999.. 3.

4. Periodo de uma fraccao

Comecemos por reparar que, no estudo do periodo de
uma fraccao p/q, podemos sempre supor que p/q é uma
fraccao propria irredutivel, isto é, que 0 < p< g, compeq

primos entre si, por reducao a infima espécie e extraccao

da parte inteira. Por exemplo, 442 = # =5+ i.
88 44 44

Vamos referir brevemente algumas definicdes e re-
sultados de Teoria dos NUmeros que serdo necessarios no
seguimento.

Dado um numero natural n, representa-se por ¢(n) a
quantidade de nUimeros naturais menores que n primos
com n. Simbolicamente,

(p(n):#{m € IN:m <nAmdc(m, n):1} .

Define-se assim uma funcao natural de variavel natu-
ral que goza das seguintes propriedades:

1. @(1)=1
2.Sen>1, o(n) <n-1, tendo-se a igualdade se e s6 se n

é primo.

3. Se mdc(a, n) = 1, entdo a®” da resto 1 na divisao por n

(teorema de Fermat-Euler).

4. Se v € 0 menor numero natural tal que " da resto 1 na
divisao por n, entao v divide ¢(n); v diz-se a ordem de

a modulo n.

5. Se n € um nUmero natural maior que 1, e Pyse-esP,s OS

seus factores primos, entao

o(n)= n(1— i](1— l]
P1 Pr

As justificacoes das propriedades 1. e 2. sao muito
simples e ficam ao cuidado do leitor; quanto ao teorema

de Fermat-Euler e a propriedade 5., a sua demonstracao

4 Sugerimos em particular a leitura do artigo [OP], que aborda também
uma generalizacao do teorema de Fermat-Euler devida ao matematico
portugués Daniel Augusto da Silva.

5 Na linguagem da Algebra Moderna, trata-se da ordem do elemento 10 no
grupo das unidades do semigrupo multiplicativo do anel (Z/gZ,+,x), com
as operagoes usuais entre classes de congruéncias; faz sentido considerar
esta ordem ja que mdc(q, 10) = 1.

pode ser vista em qualquer tratado de Teoria de Nimeros®.

Provaremos apenas a propriedade 4.

Demonstracdo da propriedade 4. Pelo algoritmo da di-
visdo, existem ¢ e r naturais tais que ¢(n) =g x v +r, com
O<r<v.Vementdoa =a?" 7V =% 4 (g")7=1+11 =1
e como v é o menor nimero natural tal que " da resto
1 na divisdao por n, tem de ser r = 0, e portanto v divide

¢(n), como queriamos.
O resultado principal desta seccao € o seguinte:

Teorema 2. Seja x = p/q uma fraccao prépria irredutivel.

Entao:

1.a dizima correspondente é finita se e so se g nao admite
outros factores primos para além de 2 e 5; mais preci-
samente, se ¢ = 2%5%, entdo a dizima termina apos ¢
digitos, sendo c=max(a,f).

2.se mdc(q, 10) = 1, a dizima é infinita periddica com pe-
riodo v, sendo v o menor nimero natural tal que o resto
de 10" na divisao por ¢ é igual a 1; v é pois a ordem de
10 médulo ¢, na terminologia5 da propriedade 4.

3.seqg= 2°‘5ﬁQ, sendo Q um nimero natural maior que 1 e
primo com 10, a dizima é perioédica mista, com um peri-
odo de v algarismos e um anteperiodo de ¢ algarismos,

onde v e ¢ tém os mesmos significados que em 2. e 1.

Demonstracao

1. E 6bvio que a dizima correspondente a x = p/q termina
se e so se existir um nimero natural # tal que 10"x seja
um ndmero inteiro. Entdo, se ¢ = 2°5", basta consi-
derar n=max(a,p) para se obter o resultado. Recipro-
camente, se na decomposicao em factores de ¢ surgir
um primo Py distinto de 2 e 5, a dizima nao pode ser
finita; com efeito, se existisse um natural » tal que
10" 2 = ke IN, viria 10" p=kxgq e p, dividiria o segundo
menzbro sem dividir o primeiro (nao esquecer que su-
pomos que mdc(p, ¢) = 1), 0 que é absurdo.
Deixamos ao cuidado do leitor a justificacao da obser-

vacao relativa ao comprimento da dizima.



2. Suponhamos agora que mdc(g, 10) = 1. Seja v a ordem

de 10 modulo ¢ (cuja existéncia é garantida pelo Teore-
ma de Fermat-Euler). Pondo de novo x = p/q, vem, para
um certo inteiro m, 10'= mg+1 e entao,

q q q
Porém, na notacao usada na seccao anterior, tem-se

10"x=10"(x, +8y11)=10"x, +10"g,,1=10"x,, + f, 41.
Como 0 < x <1, segue-se que f,.4=x € O processo de
obtencao da dizima de x repete-se a partir def ,,=x. A
dizima de x é pois periddica, com periodo de compri-
mento v, no maximo.

Por outro lado, dada uma dizima infinita periddica

0,(a1...ak), tem-se que

M a 1 1
0.(a... A g S e
(i) (10 1ok)( 10 102 )

a10° 1+ 4,105 2 4+ a,
10F -1

P

q
para certos nimeros naturais p e g, primos entre si.
Como ¢ divide 10 - 1, segue-se que ¢ > v, ja que v é,
por definicao, o menor natural com esta propriedade.
Portanto, a dizima é periodica com comprimento igual
a ordem de 10 moédulo gq.
. Para terminar, examinemos o caso em que x = p/q, com
g = 2%5PQ, sendo @ um numero natural maior que 1 e
primo com 10.

Seja v a ordem de 10 médulo g e ¢ = max(a,pB). Entdo

c
106x= 0P _x, P
295 0
com X inteiro, 0 <X < 10%, 0 < p’< Q e mdc(p’,0)=1.

Supondo que X > 0, X pode representar-se na base 10,

digamos X=A A,...A atendendo ao caso 2., a frac-

n+1;
cao p’/Q é periodica de periodo v e portanto podemos
escrever

...a)

(a1 v

1 OVx:A1A2. LA
donde x = O,b1b2...bc,(a

n+1?

...a ), sendob =A b =A
A% C

1 n+1? “c1 n,

etc.
Areciproca, isto é, que uma dizima desta forma repre-

senta uma fraccao com denominador da forma 205P 0,

é evidente, concluindo-se assim a demonstracao do
Teorema 2.
i
Atitulo de exemplo deste terceiro caso, seja x = 3/140.
Como 140 =2%x 5" x 7, tem-se a=2,p=1,0=7; vem
¢ =max(a,p) =2 . Entao, 102%x = 15/7 = 2+1/7 e dividindo
por 100 e tendo em conta que 1/7 = 0,(142857), obtemos
finalmente o resultado 3/140 = 0,02(142857).

Observacées

1. A hipdtese de a fraccao ser irredutivel é imprescindi-
vel: por exemplo, o denominador de 3/30 admite o fac-
tor primo 3 e a dizima correspondente é finita.

2. As conclusées elementares sobre o comprimento do
periodo referidas nos livros analisados na seccao 2 sao
consequéncias imediatas do Teorema 2.

3. De acordo com o Teorema 2, o tipo de dizima, bem
como o comprimento do periodo, quando este existe,
depende apenas do denominador da fraccao; o nume-
rador nao tem qualquer influéncia. Para vermos que o
periodo, entendido como sequéncia de algarismos, de-
pende também do numerador, basta considerar os perio-
dos das fraccoes proprias de denominador 7, que exibem

uma notavel regularidade (permutacao ciclica):

1/7 = 0,(142857) 4/7 = 0,(571428)
2/7 = 0,(285714) 5/7 = 0,(714285)
3/7 = 0,(428571) 6/7 = 0,(857142)

0 caso geral (Qual a relacao entre as sequéncias de
algarismos que formam os periodos das fraccdes do tipo
plgcom 1 <p <q-1e mdc(10,q) = mdc(p,q) = 1?) é um
problema mais complicado e muito interessante, que nao
vamos abordar aqui; o leitor interessado pode consultar
[Ore] ou [CG].



5. Alguns aspectos computacionais

Nesta seccao, vamos abordar alguns problemas de calculo
decorrentes do estudo da dizima correspondente a uma
fraccao dada; mais concretamente, veremos como cal-
cular o comprimento do periodo e obter a sequéncia de
algarismos que o formam, quando se verifica a segunda ou
a terceira hipotese do Teorema 2 da seccao anterior.

O primeiro problema a considerar é o da simplificacao
da fraccao, se tal for necessario; para tanto basta deter-
minar o maximo divisor comum dos termos da fraccao, o
que nao oferece dificuldades de maior®. Também é muito
facil ver se o denominador tem ou ndo outros factores
primos além de 2 e 5 (repare-se que para “extrair” os
factores 2 e 5 nao é, de modo nenhum, necessario pro-
ceder a decomposicdo em factores primos, um problema
muito mais dificil). Assim, podemos concentrar-nos na
segunda hipotese do Teorema 2, vendo como calcular a
ordem de 10 com o denominador como modulo. Seja pois
g um namero natural primo com 10; pretendemos deter-
minar o menor natural v tal que 10¥ da resto 1 ao ser
dividido por q. Recorrendo a linguagem das congruéncias,
v:min{n €IN:10" =1(mod q)} Comecemos por obser-
var que a ideia “natural” de ir calculando as sucessivas
poténcias de 10 e dividindo-as por ¢ até obter resto 1 é
computacionalmente desastrosa. Por exemplo, para de-
terminar a ordem de 10 (mod 17) (que é igual a 16) por
este processo, seria necessario ver os restos que dao na
divisdo por 17 os numeros 10' = 10, 10% = 100,....,10'°
= 10000000000000000! O problema pode ser resolvido
com facilidade reparando que se 10" =a (mod g), €ntao

10"*1=104 (mod ¢) e reduzindo (mod ¢) o segundo mem-

6 As calculadoras Tl - 83 permitem calcular o maximo divisor comum de
dois numeros (funcdo gcd do submenu NUM do Menu MATH). Caso se
pretenda fazer a simplificacao sem recurso a calculadora, os alunos terao
de proceder por tentativas ou determinar o maximo divisor comum dos
termos da fraccao por decomposicao em factores primos, ja que desco-
nhecem o algoritmo de Euclides, um processo muito mais “econémico”
em termo de calculos.

7 O programa ndo verifica se mdc(10, Q) = 1; o leitor pode facilmente
adapta-lo de forma a proceder a esta verificacdo, se assim o desejar.

bro da congruéncia antes de efectuar a proxima multipli-
cacao por 10. Por exemplo, para calcular a ordem de
10(mod 7), basta reparar que

10"=3 (mod 7)

102=30=2 (mod 7)

103=20=6 (mod7)

10*=60=4 (mod 7)

10°=40=5 (mod 7)

10 =50=1 (mod 7),
concluindo-se que a ordem ¢é 6.

O programa seguinte, escrito para a Tl - 83, implemen-

ta o algoritmo anteriormente descrito.

PROGRAM:ORDEM

:ClrHome

:Input “VALOR DE Q?”,Q
1—=J

:For(I,1,Q-1)
:10#J-iPart((10*J)/Q)*Q—J
Af J=1

:Then

:Disp”ORDEM="1

:Stop

:End

:End

O programa é muito simples: a partir do valor de Q
(suposto7 primo com 10), retorna o valor da ordem de
10 (mod Q ). O resto da divisao inteira de 10*J por Q é
calculado na linha
:10*J-iPart((10*J)/Q)*Q—J
e é armazenado na variavel J.

Repare-se que, ao contrario do que poderia parecer
natural, ndo utilizamos ¢(Q) como limite superior do ci-
clo, mas sim Q - 1: de um modo geral, é mais facil e eco-
nomico executar mais algumas vezes as instrucées do ci-
clo For do que proceder ao calculo de ¢(Q), um problema
que pode ser dificil quando Q é grande.

Resolvido o problema do calculo do comprimento, ve-

jamos como determinar a sequéncia de algarismos que



forma o periodo. Tal como anteriormente, a abordagem
simples (efectuar a divisao do numerador pelo denomina-
dor e ir acrescentando zeros a direita da virgula) é impra-
ticavel, a nao ser nos casos mais simples (experimente-se
dividir “a mao” 1 por 97...). Mesmo com calculadora, nao
conseguimos ir muito mais longe por esta via; veja-se o
exemplo de 1/17, ja referido na nota 1. Apresentamos a
seguir, por meio de um exemplo, um artificio que resolve

o problema para periodos de comprimento “moderado”.

Exemplo 1. Determinar o periodo de 1/17.
Usando a Tl - 83, tem-se a seguinte aproximacao por de-
feito

1/17 = 0,0588235294. (1)

E facil ver que o comprimento do periodo é 16, re-
correndo ao programa ORDEM ou entao reparando que os
possiveis comprimentos sao 1, 2, 4, 8 ou 16, os divisores
de ¢(17)=16, e que a aproximacao acima indicada exclui
imediatamente as quatro primeiras possibilidades.

Podemos escrever a igualdade 1/17 = 0,0588235294 + r,

com r = 0 donde se conclui que

1-17x0,0588235294 2x1070 2 o
r= = =—x10"",
17 17 17
Recorrendo de novo a calculadora,
2/17 = 0,1176470588. (2)

Multiplicando ambos os membros de (2) por 10'% e tendo
em conta (1), vem que 1/17 = 0,05882352941176470588...,
ou, atendendo a que o comprimento do periodo é 16,
1/17 = 0,(0588235294117647). Sugerimos ao leitor que
determine por este método® o periodo de mais algumas
fraccées como, por exemplo 1/29, 1/31 ou 1/97.

Se se pretende levar mais além este tipo de estudos, é
conveniente dispor de software de computacao algébrica,
como o Mathematica, Maple ou Derive, que permitem
trabalhar com um nimero (quase) ilimitado de casas de-
cimais. Dado que as nossas Escolas Secundarias nao tém,

em geral, estes programas, sugerimos em alternativa o

programa Maxima (ver [TD]), que pode ser obtido gra-
tuitamente em http://maxima.sourceforge.net.
Apresentamos em seguida a determinacdo do periodo de

1/97 usando o Maxima.

(C1) fpprec:200;

(D1 200

(C2) bfloat(1/97);

(D2) 1.030927835051546391752577319587628865979381443
29896907216494845360824742#
268041237113402061855678010309278350515463917525773
1958762886597938144329896907#
216494845360824742268041237113402061855678010309278
B-2

(os simbolos B foram por nos inseridos para delimitar o periodo)

Ainstrucao da linha (C1) fpprec:200; faz com que o Maxi-
ma apresente os resultados com 200 algarismos significativos
(por defeito, sao 16) e a instrucao da linha (C2) bfloat(1/97);
leva a que o resultado da divisao de 1 por 97 seja apresen-
tado em notacao cientifica (os simbolos finais da linha (D2),
“B-2”, correspondem ao E-2 da calculadora TI-83).

Como alternativa ao software de computacao algé-
brica geral, podem-se apontar os programas concebidos
explicitamente para Teoria de NUmeros, como, por exem-
plo, o PARI/GP (disponivel em http://pari.math.
u-bordeaux.fr/). Este é, no entanto, um programa
muito sofisticado, destinado essencialmente a investi-
gacdo, pelo que a sua utilidade no Ensino Secundario é
discutivel. Apresentamos a seguir o calculo da ordem de
10(mod 17389) no PARI.

GP/PARI CALCULATOR Version 2.2.8 (development CHAN-
GES-1.887)

1686 running cygwin (ix86 kernel) 32-bit version

8 O leitor que queira ver um exemplo dos métodos (frequentemente muito
engenhosos) usados para este tipo de calculos quando nao havia meios de
calculo automatico pode ler a determinagéo do periodo de 1/97 em [BA].
A titulo de curiosidade, refira-se que no século XIX o famoso calculador
William Shanks determinou o periodo de 1/17389, que tem 17388 (!)
algarismos e calculou o comprimento dos periodos de todas as fracgoes
do tipo 1/p, para p primo menor que 120000 (!!).



compiled: Jan 13 2004, gcc-3.3.1 (cygming special)
(readline v4.3 enabled, extended help available)

Copyright (C) 2003 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public
License, and
comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.
Type ? for help, \q to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.
realprecision = 28 significant digits
seriesprecision = 16 significant terms
format = g0.28
parisize = 4000000, primelimit = 500000

(12:59) gp > znorder(Mod(10,17389))
%1 = 17388
(13:00) gp >

No exemplo anterior, Mod(10, 17389) faz com que o
programa considere 10 como elemento do grupo das unida-
des do semigrupo multiplicativo do anel (Z/17389Z, +, x),
e znorder calcula a ordem deste elemento (veja-se a nota
5). Repare-se que o calculo, feito num Pentium 4 a 3.0
Ghz é praticamente instantaneo; a TI-83, com o programa
ORDEM, leva cerca de 15 minutos para o fazer.

Para terminar, gostariamos de referir um programa
muito interessante, escrito para alunos de um curso ba-
sico de Teoria de NUmeros e que possibilita a realizacdao
dos varios tipo de calculos apresentados neste trabalho: o
programa Numbers, disponivel em http://archives.
math.utk.edu/software/msdos/number.theory.
Trata-se de um programa de utilizacao muito simples, mas
que implementa a generalidade dos algoritmos basicos da
Teoria de Numeros, pelo que o aconselhamos vivamen-
te. Tem no entanto um problema: como foi escrito para
MS DOS, pode nao correr em Windows XP, pelo que o leitor
interessado na sua utilizacao devera primeiro instalar um
emulador de DOS: sugerimos o DOSBox com o frontend
D-Fend, disponiveis em http://dosbox.sourcefor-
ge.net/ e http://members.home.nl/mabus/, res-

pectivamente.
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