REFLEXOES SOBRE UMA CONSTRUCAO DE DUDENEY

Rul DUARTE? E ANTONIO GUEDES DE OLIVEIRAP

2CIDMA E DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDADE DE AVEIRO
bCMUP £ DEePARTAMENTO DE MATEMATICA, FACULDADE DE CIENCIAS, UNIVERSIDADE DO PoRTO

rduarte@ua.pt® e agoliv@fc.up.ptb

24 GAZETA DE MATEMATICA -« 206



que tridngulos se pode

estender a decomposicao
de Dudeney, de um tridngulo
equildtero em quatro poligonos
que também formam um

quadrado?

Num artigo recente da Gazeta', considerou-se uma cons-
trugdo de Henry Dudeney, onde se divide um tridngulo
equildtero em quatro partes que, reorganizadas através de
translagdes e meias-voltas, formam um quadrado. Du-
deney afirmava que este é o ndmero minimo de partes
(poligonos) em que se pode dividir um tridngulo equilé-
tero de modo a poder reconstruir-se um quadrado nestas
condigdes. Jd depois de publicado o referido artigo e pas-
sados mais de cem anos sobre a afirmagdo de Dudeney,
foi agora, finalmente, anunciada uma prova de que néo é
possivel fazer o mesmo com menos de quatro elementos.?

Refletindo sobre a construgdo, facilmente se conclui
(como cremos que fez o préprio Dudeney) que o facto de
o tridngulo ser equildtero ndo é essencial. Apresentamos
um exemplo na figura 1.

Figura 1. Decomposicdo de Dudeney.

Como se lembrard logo adiante, esta construcéo é ba-
seada num lado, AC, que tomamos por base, e no ponto
médio E do lado oposto a A.

E natural perguntarmo-nos se, num tridngulo sem a
simetria do tridngulo equiladtero, se tomdssemos outra
base e o ponto médio de outro lado obterfamos ou néao
uma decomposi¢do do mesmo tipo, do mesmo modo. Por
exemplo, no tridngulo da figura 1, qualquer lado e qual-
quer ponto médio de um lado adjacente conduzem a uma
decomposigdo deste tipo. Hd alguma maneira facil de sa-
ber isto sem fazer as construcdes, por exemplo, através de
um simples programa de computador?

A resposta, afirmativa, decorre de condigdes que pode-
mos obter analiticamente do modo que aqui descrevemos
(analiticamente, mas sem coordenadas, como se vai ver).
A possibilidade de fazer a construgéo é caracterizada pela
posicdo de um determinado ponto num certo quadrado,
posicdo que é depois controlada pelas distancias a deter-
minados pontos. Note-se que o fazemos menos pelos re-
sultados obtidos do que pela descri¢do, em si, do método
utilizado.

Sejam &« a drea do tridngulo, a = drea(AABC),
a = |BC|,b=|AC|e c = |AB|, D e E os pontos médios de
AB e BC, respetivamente, e, caso exista, | € AC tal que
|[EJ| = v/a.* Sejam ainda, caso existam, K € CJ tal que
|JK| = |DE| = |AC|/2, e L e M os pés da perpendicular
de D e K sobre
tencentes a EJ. Temos entdo o trisngulo decomposto nos
poligonos convexos 1IBELD, DJADL], AJMK e OCKME.®
Diremos assim que AABC admite uma decomposigdo de Du-
deney de base AC em torno de C.

Uma primeira condi¢do necessdria para a existéncia de

, respetivamente, sendo ambos per-

um ponto ] nestas condigdes é que /a seja maior do que a
distancia do ponto E a AC, que é metade da altura h rela-

1A. Guedes de Oliveira e M. Rosdrio Pinto,“Dudeney e os seus ‘puzzles™,
Gazeta de Matemdtica 204 pp. 204-210.

2E.D. Demaine, T. Kamata e R. Uehara, “Dudeney’s Dissection is Optimal®,
arXiv:i2412.03865.

=

* No que se segue, denotamos por AB, AB, AB e |AB|, respetivamente,
o segmento que une os pontos A e B, a semirreta com origem em A que
passa por B, a reta por A e B e o comprimento do segmento que une
AeB.

4 A partida, poderdo ser dois os pontos J € AC tais que |EJ| = +/a.
Consideramos sé o mais préximo de A, porque para o outro, no lado
oposto a A relativamente a mediatriz destes dois pontos, o pé da perpen-
dicular por D & reta por E e por este ponto | ndo estd em FJ.

* Poderd ser K = C, por exemplo, sendo entdo OCKME um tridngulo e
ndo um quadrildtero.
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Figura 2. Impossibilidade e situagdes-limite da decomposicao.

tiva a base AC.¢Isto &, tem de ser /& > %, ouseja, b > /a.
Por esta razio, no que segue consideramos que b> > «. Do mes-
mo modo que no artigo referido, rodando CJBELD 180°
em torno de E e AJMK 180° em torno de K, e transladando
OADL] pelo vetor AC, obtemos com [ICKME a decom-
posicdo de um quadrado, OML'L”M?*, onde L’ é o rodado
de L pela primeira rotacéo, L” é o transladado do mesmo
ponto, e M* é o rodado de M pela segunda rotagéo.

Construcio Inversa
Para simplificar a nossa anélise, vamos considerar a cons-
trugdo inversa desta, onde comegamos por tomar um
quadrado, @ = OML'L"M*, & um ponto C no quadra-
do, no semiplano definido por KD' a que pertencem M* e L”
(C ¢ KD'), onde K e D' séo os pontos médios de MM* e
'L, respetivamente. A partir destes dados, determina-
mos os pontos A e B de tal modo que é Q o quadrado
construido como atrds a partir de AABC.

O caminho ¢ bastante claro: Por construcdo, sendo K

e D’ os pontos médios de MM~ e L'L", respetivamente, e
J" o ponto de interse¢do de ke com M*L", determinamos
E € ML’ sabendo que |EM]| :(|L>L| = |J"”L"|. Entdo, ED' e
jﬁ sdo paralelas, assim como CD’ e jﬁ) Na verdade, se O
é o ponto de EC tal que |OC| = 2|EC|e h é a homotetia de
centro O e razdo —%, entdo D' = hi(A), porque h(B) = C e
h(C) = E. Ahomotetia inversa determina AABC.

No entanto, « = drea(AABC) é, ainda, a drea do qua-
drado Q inicial, e 0 mesmo acontece para qualquer trian-
gulo assim construido. De facto (ver figura 2, a esquer(d_a);
se [ é o pé da perpendicular por A a reta paralela a L'M
por C, e G é o pé da perpendicular de E sobre R, os trian-
gulos retangulos AEG] e AAFC sdo semelhantes e entdo

|AF|  |EG]|
lAcl - |EJIY

e, consequentemente,
a = drea(AABC)
|AC||EG]|
= |AF|[E]|
— ‘MM*HM*LH|
= area(COML'L" M)

Consequéncias métricas

Note-se que E € ML’ (ou, equivalentemente, L € JE) se,
e s6 se, [ € M*L". Como b= |AC|=|]]"| =2|K]"| e
C € KJ”, também | € AC neste caso, e |’ # M* porque
b > /«. Portanto, o tridngulo AABC admite uma de-
composicio de Dudeney de base AC em torno de C se,
e s se, C € AKL'"M* (excluindo KM*). Acima, na
figura 2, estd um exemplo em que isto ndo se passa (a es-

querda), bem como as trés situac¢des-limite, notando que
na primeira situagdo a decomposi¢éo (em trés poligonos)
ndo é do mesmo tipo.

O ponto C fica entdo caracterizado pela posi-
¢io de J"e M*L" e pelos limites as suas distan-
cias a E a seguir estudados, |CE|=|BC|/2, a K,
|CK| = |AC|/2, e a D', |CD'| = |AB|/2. Primeiro, é cla-
ro que /a/2 = |[KM*| < |[KJ"| < |KL"| = v/5a/2, como
simples aplicagdo do Teorema de Pitdgoras.

Se X é o centro de Q, entdo |X]"| > |XK|, pelo que o
pé P da perpendicular a AJ” por E pertence a AK, uma
vez que K estd no circulo da cir-
cunferéncia centrada em X por
J" e por E, a que P pertence.
Portanto, |EK| < |EC| < |E]"|,
e se |[EK| < d < |E]"|, entédo s6
existe um ponto Q € KJ” tal

que |EQ| = d. Finalmente, se
Q€ ]JJ", entio Q € KJ” se, e
s6 se, |D'Q| < |D'K| = va.

Figura 3. Posicdo de C.
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Agora, aplicagdes sucessivas do Teorema de Pitdgoras
dao-nos os valores dos limites em falta, nomeadamente o
de |[EK|eode |E]"|”

Suponhamos entdo que é dado AABC de lados
a=|BC|, b=|AC| e c =|AB|, e que queremos saber se
admite determinada decomposi¢do de Dudeney. A sua
drea, pela férmula de Herdo, é dada por

a=3/a+b+c)(—a+tb+c)(a—b+c)(a+b—c).
O tridngulo admite uma tal decomposigéo se, e s6 se,

IKM*| < [KJ"| < |KL"],
|EK| < [EC| < [E]"|
|D'C| < |D'K].

Utilizdmos estes critérios para estudar breve-

mente os 9291 tridngulos de lados inteiros a,b, ¢ com

1<a<b<c<min(50,a+0b) e MDC(a,b,c) = 1. Pude-
mos constatar que em cerca de 45% dos tridngulos testados

h4 uma decomposigao de Dudeney quaisquer que sejam a

base e o ponto médio de um lado adjacente, e que em cerca

de 33% ndo hd nenhuma decomposicio deste tipo.

Mais interessante, talvez, é o facto de termos consta-
tado também que em cerca de 5% dos casos hd um tinico
lado e um iinico vértice para os quais existe uma decom-
posicdo deste tipo. Damos exemplo de um destes trian-
gulos na figura 4, em que é unicamente possivel cons-
truir uma tal decomposigdo com base no lado AC e em

torno de A.

6

Figura 4. Decomposi¢do Unica.

Nota

Poderéd o leitor perguntar-se agora se, nos casos em que
o tridngulo ndo admite uma decomposi¢do de Dudeney,
admite uma decomposigdo “parecida”. Veja-se a figura 5,
obtida repetindo indefinidamente o tridngulo e os quadra-
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Figura 5. Pavimentagoes.

dos de modo a obter duas pavimentagdes do plano, que,
por si s6, determinam a decomposicdo. Note-se, no entan-
to, que, por exemplo, as mesmas pavimentagdes numa
outra posicdo relativa ja ndo determinam, em geral, uma
decomposigdo.

Chama-se dissecgdo de um poligono noutro & decompo-
si¢do de ambos os poligonos num mesmo conjunto (finito)
de poligonos mais pequenos. Os dois poligonos iniciais
dizem-se equidissectdveis. As dissec¢des que apresenta-
mos na figura 6, em cada caso em cinco poligonos e de
um tridngulo num hexdgono, assemelham-se um pouco
a disseccdo de Dudeney. Tem sobre esta dois defeitos fun-
damentais: 0 hexdgono ndo é regular (embora tenha lados
iguais, os angulos internos ndo o sdo) e depende (quanto
ao lado e quanto aos angulos internos) da base e da altu-

¢Se \/a é a distancia do ponto E a ;\_Cl isto é,se b = /_—} entdo £/ L AC,
M = E,[ = ] e adecomposicdo ¢ feita em trés poligonos sé.

"Note-se que

M| =3Vb?—a o [ME|=ya—3Vb—a;

portanto,
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Figura 6. Dissec¢cdes com hexdgonos.

ra do tridngulo, e ndo s6 da sua drea. Representamos na
figura 6 estas dissec¢bes, uma a partir do tridngulo inicial
e outra a partir de outro tridngulo com a mesma 4rea e

a mesma altura, bem como as pavimentag¢des associadas,
que se pode ver que ndo determinam completamente a
decomposigdo.®

Se o leitor estiver interessado em conhecer melhor este
assunto, aconselhamos-lhe dois livros sobre ele, muito in-
teressantes e recheados de exemplos, de Frederickson.’

Breve nota histérica

Sabe-se desde o inicio do século XIX que quaisquer dois
poligonos com a mesma drea sao equidissectdveis (Teorema
de Wallace — Farkas Bolyai — Gerwien). Este resultado é
importante na validacdo rigorosa da fungéo-drea na Geo-
metria Euclidiana.”

Um passo importante na prova habitual deste teorema
é a constatagdo de que a relagdo de equidissectibilidade é
transitiva: se dois poligonos sdo equidissectdveis a um ter-
ceiro poligono entdo sdo equidissectdveis entre si. A figura
7, a seguir, sugere a justificagdo deste passo.

Este exemplo mostra bem como o ntimero de elemen-
tos de uma dissecgdo € varidvel e como pode crescer nes-
te processo. No entanto, encontrar um pequeno niimero
de elementos, como propds Dudeney, pode ser essencial
e é motivo de investigagdo contemporanea, na andlise de
ADN, por exemplo, ou na compressio de dados.

Hé um teorema andlogo na Geometria Esférica e outro
no Plano Hiperbélico (Teorema de [Jdnos] Bolyai). Este tl-
timo estd na origem da fundagdo da Geometria Hiperbo-

Figura 7. Transitividade da relagdo de equidissectibilidade.

28 GAZETA DE MATEMATICA -« 206



lica por este autor.
Note-se ainda que o teorema néo é vélido se substituir-
mos poligonos por poliedros e tridngulos por tetraedros.
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Pode o leitor ver que a construcdo também € iniciada marcando-se a
partir do ponto médio E de BC um segmento, no caso paralelo a base e
de comprimento £h~ onde ¢ é a base e h a altura de AABC.
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