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A indUstria portuguesa de plasticos conta com cerca de | 150 empresas e
8000 milhdes de euros de volume de negbcios, representando cerca de 4%
do Produto Interno Bruto. Porém, segundo a ONU, a cada minuto é atirado
para os oceanos do nosso planeta o equivalente a um camido de lixo de
plastico. Por um lado, o plastico € um bem necessério, mas, por outro, gera
muita poluicdo. Este problema pode ser mitigado evitando o desperdicio
de matéria-prima aquando da elaborag¢dao de um novo produto, e através da
reciclagem e do uso de novos materiais. O objetivo deste trabalho é mos-
trar como a matemdtica pode ajudar a reduzir esse desperdicio de pléstico.

1. INTRODUGAO
A inddtstria portuguesa de pldsticos é um setor robusto,
composto por cerca de 1150 empresas que geram aproxi-
madamente 8000 milhdes de euros em volume de negé-
cios, contribuindo com cerca de 4% para o Produto Interno
Bruto (PIB) nacional. Este setor desempenha um papel es-
sencial na economia e fornece uma ampla gama de produ-
tos, desde embalagens e materiais de construgdo até pecas
fundamentais para a industria automével e eletrodomés-
ticos. Contudo, o impacto ambiental associado ao pldstico
representa um dos maiores desafios da nossa era [1].
Segundo a Organizagdo das Nagdes Unidas (ONU),
o pldstico continua a ser uma das maiores fontes de po-
luicdo marinha, com estimativas alarmantes que indicam
que, a cada minuto, uma quantidade equivalente a um ca-
mido de lixo cheio de plastico é despejada nos oceanos do
planeta. Este material, embora essencial e versitil, é fre-

quentemente descartado de forma inadequada, causando
danos graves aos ecossistemas marinhos e contribuindo
para a degradacdo ambiental.

Para abordar esta questdo, é crucial adotar praticas de
produgdo mais sustentdveis que permitam reduzir o des-
perdicio de matérias-primas e melhorar a eficiéncia no uso
do pléstico. Além disso, a implementagdo de estratégias
de reciclagem e a aposta em novos materiais biodegrada-
veis ou de origem sustentdvel sdo fundamentais para mi-
nimizar o impacto ambiental.

Este trabalho pretende demonstrar como a matemati-
ca pode ser uma aliada poderosa nesta missdo. Através
de modelos matemdticos aplicados a dindmica dos flui-
dos, podemos prever e otimizar o comportamento do
escoamento de polimeros durante a produgéo, evitando
desperdicios significativos de material [2]. Estes modelos
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matematicos permitem aos engenheiros ajustar os proces-
sos de fabricacdo de modo a utilizar apenas a quantida-
de necessdria de matéria-prima, contribuindo assim para
uma produgado mais eficiente e sustentdvel.

2. MODELOS MATEMATICOS E METODOLOGIAS
As equagoes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equa-
¢oes diferenciais parciais que descrevem o movimento
de fluidos viscosos. Estas equagdes permitem modelar o
comportamento de fluidos em diferentes condi¢des e sdo
essenciais para a andlise de problemas de dindmica dos
fluidos. A sua aplicagdo abrange desde o escoamento de
dgua em rios e oceanos até a modelacdo do ar em torno de
aeronaves e automoveis.

As equagdes de Navier-Stokes baseiam-se em dois
principios fundamentais da fisica:

» Conservagio da Massa: A massa do fluido deve perma-
necer constante ao longo do tempo, o que é represen-
tado pela equagdo da continuidade.

» Balanco da Quantidade de Movimento: A taxa de varia-
¢do da quantidade de movimento é igual a soma das
forcas aplicadas, o que é representado pela equagio de
quantidade de movimento.

Para um fluido incompressivel, as equacdes de Na-
vier-Stokes podem ser expressas como:
V-u=0, (2.1)

Ju

" (2.2)

1
+(u-Vi)u= —EVp +vV2u +f,

onde u representa o vetor velocidade do fluido, t é o
tempo, p é a densidade do fluido (constante num fluido
incompressivel), p é a pressdo, v é a viscosidade cinemd-
tica do fluido (v = 5 /p com 7 a viscosidade dinamica) e
f representa forcas externas, como por exemplo a gravi-
dade. O vetor velocidade e 0 campo escalar de pressdes
dependem do tempo e das coordenadas espaciais (x, y, z).
O operador V representa o vetor gradiente, que é dado
por V = (9/9x,9/9y,d/0z).

A equagdo (2.1) é a equagdo da continuidade, que ga-
rante a conservagdo da massa (o divergente da velocidade
é nulo). A equagdo (2.2) é a equagido de quantidade de
movimento, que descreve a dindmica do fluido sob a in-

fluéncia de forgas internas e externas. A equagdo da quan-
tidade de movimento pode ainda ser escrita da seguinte
forma:

ou

—+(u-V)u:f%Vp+vV-<7+f,

5 (2.3)

onde se usa o conceito de tensdo, ¢, definido como a forca
exercida numa particula de fluido por unidade de 4rea.
Para o caso simplificado em que temos o escoamento de
um fluido newtoniano (por exemplo, dgua) entre duas
placas paralelas (em que a placa superior se move com
velocidade constante U na diregdo positiva de x), a relagdo
obtida para a tensdo é que esta é proporcional a variagdo
da velocidade no sentido perpendicular a dire¢do do es-
coamento (y), tal como ilustrado na figura 1. A constante
de proporcionalidade é entdo dada pela viscosidade (1),
que mede a resisténcia de movimento do fluido.

Figura 1. Escoamento entre placas paralelas. A placa superior
move-se com velocidade constante e vai arrastando o fluido
(representado a azul), devido a viscosidade entre as diferen-
tes camadas do fluido. Este perfil linear de velocidade € obtido
porque € assumida uma distancia muito pequena entre as placas
superior e inferior. A relagdo 0 = n% é conhecida como a lei
de Newton da viscosidade.

2.1 Fluidos complexos

As equacdes de Navier-Stokes sdo utilizadas para mo-
delar uma ampla variedade de escoamentos de fluidos.
Porém, alguns fluidos mostram um comportamento mais
complexo, no qual, além de viscosidade, também é possi-
vel observar elasticidade, resultando em viscoelasticida-
de. Para modelar essa viscoelasticidade, é assumido que o
fluido se comporta como uma mola (parte eldstica) e um
amortecedor (parte viscosa) em série, tal como ilustrado
na parte superior da figura 2.

Podemos ver que, na parte superior da figura, temos
do lado esquerdo umas maos a esticarem uma mola. Entao,
a tensdo sentida nas méaos (¢) é proporcional a deforma-
¢do eléstica da mola (7.), ou seja, quanto mais esticarmos
a mola, maior a tensdo sentida (Lei de Hooke). No centro
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Figura 2. Na parte superior da figura encontra-se uma representacdo mecanica (modelo de Maxwell) de um fluido
viscoeldstico: uma mola (representando a componente eldstica, com a tensdo dada por o(t) = Gove(t), onde a ten-
sdo é proporcional & deformagdo) e um amortecedor (representando a componente viscosa, com a tensdo dada

dye(t)

por o(t) = n*+, onde a tensdo € proporcional a taxa de deformacdo) dispostos em série. O modelo de Maxwell
pode ser obtido assumindo que a deformagao total (y(t)) resulta da soma das deformagdes eldsticas (ye(t)) e viscosa
(v¢(t)). A parte inferior da figura ilustra um caso em que uma deformacgdo constante AL € aplicada no instante t = a.
Observa-se que, a partir desse momento, a tensdo sentida nas maos diminui, pois o deslocamento do émbolo dentro
do amortecedor compensa a recuperagao da mola ao seu estado inicial.

da figura (parte superior), temos um amortecedor, que
representa o comportamento newtoniano observado na
figura 1, e que modela bem fluidos viscosos. Para fluidos
newtonianos, a tensdo é proporcional, ndo a deformagcéo,
mas sim a variagdo instantdnea da deformacéo do fluido
(dvy/dt). Isto significa que quanto mais rdpido se puxar as
extremidades do amortecedor, mais dificil sera fazer esse
movimento, ou seja, maior a tensdo sentida nas maos.

O modelo viscoeldstico mais simples é entdo dado pela
soma das duas deformagdes (eldstica, +,, e do fluido, ’yf),
resultando num modelo misto que combina uma mola li-
gada ao amortecedor, e que tem o nome de modelo de Ma-
xwell (canto superior direito da figura 2). A parte inferior
da figura 2 ilustra o caso em que uma deformagado cons-
tante AL é aplicada no instante ¢t = a. Observa-se que, a
partir desse momento, a tensdo sentida nas maos diminui,
pois o deslocamento do émbolo dentro do amortecedor
compensa a recuperacdo da mola ao seu estado inicial.

Estes conceitos de viscosidade e elasticidade sdo im-
portantes para se perceber o comportamento de certos

fluidos. A viscosidade descreve a resisténcia de um flui-
do ao escoamento, ou seja, quanto maior a viscosidade,
maior é a for¢a necessdria para gerar um determinado
escoamento. Se compararmos, por exemplo, o mel com
dgua, onde o mel tem a viscosidade mais alta dos dois,
é facil perceber que o mel néo flui tdo facilmente como a
agua. Ser viscoeldastico significa que o material, em certa
medida, se comporta tanto como um liquido quanto como
um sélido e apresenta uma deformagdo dependente do
tempo (existe um determinado tempo de relaxagdo) [3].
Por exemplo, o mel é mais eldstico do que a dgua (que ndo
possui elasticidade).

2.2 Solucao das equacdes de Navier-Stokes
Para descrever matematicamente fluidos viscoeldsticos,
temos de resolver as equagdes (2.1) e (2.3), adicionando
a este sistema uma variante do modelo de Maxwell apre-
sentado na figura 2 (canto superior direito).

Porém, a resolucdo deste sistema de equagdes apresen-
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ta um desafio significativo devido a sua complexidade e
ao facto de ser um sistema altamente néo linear, o que tor-
na dificil a obtengdo de solug¢des analiticas na maioria dos
casos de interesse. Consequentemente, recorre-se frequen-
temente a simulacdo numérica (Mecanica dos Fluidos
Computacional ou Computational Fluid Dynamics — CFD),
que permite obter solu¢des aproximadas através de méto-
dos computacionais e da aproximagdo de derivadas. Em
vez de determinarmos a solugdo (ou o comportamento do
fluido) de forma continua em todos os pontos do espago
e do tempo, obtemos apenas o comportamento (aproxi-
mado) em pontos discretos do dominio, dependendo do
método numérico utilizado.

A ideia bdsica por trds da solucdo numérica consiste

YVa

S(®)

S(a)

fe)~ J(b)-f(a)

b-a

no uso de aproximacgdes para calcular as diferentes deri-
vadas, como ilustrado na figura 3. Nesta figura, a derivada
de uma fungdo genérica f no ponto x = ¢, representada
por f'(c), pode ser aproximada por um quociente, em que
o numerador contém valores discretos da funcéo f e o de-
nominador apresenta valores discretos de x.

Na figura 4 é ilustrado o processo de resolu¢do numéri-
ca para um escoamento através de uma contragdo 4:1 (um
canal 2D onde a largura da saida é quatro vezes menor
do que a da entrada). De realgar que o método numérico
usado foi o Método dos Volumes Finitos [4].

Avantagem destas simulagdes numeéricas é que permi-
tem prever o comportamento do fluido em qualquer pon-
to da geometria, desde que o modelo (sistema de equa-

4Figura 3. Exemplo de aproximacdo de uma derivada.

¥ Figura 4. Esquema ilustrativo do processo de resolucdo das
equagdes que governam o escoamento de fluidos viscoeldsti-
cos. Primeiro, define-se a geometria onde se pretende resol-
ver o sistema, impondo as condi¢des de fronteira e iniciais.
O segundo passo consiste na criagdo de uma malha. Em se-
guida, procede-se a discretizacdo das equacdes governativas
((2.1), (2.3) e modelo constitutivo), aproximando as derivadas
por valores pontuais da varidvel em estudo. Esta discretizagdo
resulta num sistema algébrico de equagdes que, apds ser resol-
vido, permite obter os campos de velocidade, tensdo e pressao.
Nesta figura, sdo apresentadas apenas as linhas de fluxo do
fluido como solucao final.

Em cada quadrado da malha é resolvido o
sistema de equagdes usando aproximacdes
para as derivadas

Geometria do escoamento de um
fluido da esquerda para a direita
através de uma contracio 4:1

A geometria é dividida
em pequenos quadrados
(é criada uma malha)

j —

Solugdo Final
obtida em cada
ponto da malha

AN
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¢Oes diferenciais) esteja bem ajustado ao fluido em estudo.
O ajuste do modelo é feito através de altera¢des nos para-
metros que caracterizam o fluido viscoeldstico, como por
exemplo a densidade, a viscosidade e o tempo de relaxa-
¢do (sendo esses parametros obtidos experimentalmente
usando uma pequena amostra do fluido e aparelhos espe-
cificos para fazerem essas medigdes).

3. CASO DE ESTUDO

3.1 Aplicagio ao processo de extrusio

O processo de extrusdo (figura 5) consiste em alimentar
a extrusora com granulos de polimero, que sdo transpor-
tados ao longo do cilindro pela rotagdo de um parafuso.

As bandas de aquecimento derretem os granulos, trans-
formando-os em polimero fundido antes de chegarem a
fieira. A fieira, por sua vez, confere ao produto a sua forma
final (perfil) [5].

Uma das aplicagbes das simulagdes numeéricas é a de
prever a qualidade final de perfis de pldstico (por exem-
plo, persianas, deck, cateteres, entre outros — ver figura 6),
produzidos através do processo de extrusio. E importante
salientar que o deck é um pavimento exterior frequente-
mente utilizado em jardins ou dreas circundantes de pisci-
nas em habitagdes. A extrusdo de um perfil de deck consti-
tui o objeto de estudo deste trabalho.

Granulos de
Polimero %Q

Fieira

Perfil
Extrudido

| Parafuso

Polimero
Fundido

| _—

Figura 5. Esquema de funcionamento de uma extrusora.

Figura 6. Perfis termopldsticos. Da esquerda para a direita, temos o perfil de uma persiana,

o perfil de um cateter (de aplicagdo médica) e o perfil de deck.

MATEMATICA PARA A INDUSTRIA E INOVACAO + Matematica em Movimento: Prever o Escoamento de Fluidos

para Revolucionar a Industria dos Materiais

35



3.2 Extrusio de um perfil de deck - simulacdes
numéricas

Os fluidos sdo preguicosos e tentam sempre mover-se na
direcdo que oferece menor resisténcia. Por exemplo, tal
como ilustrado no caso do escoamento 2D da figura 7 (a),
para um caudal fixo imposto na entrada do canal, uma
maior quantidade de fluido segue para o canal inferior
(saida B), pois tem mais espaco entre as paredes (o fluido
encontra menos resisténcia nessa regiao).

Esta caracteristica dos fluidos é um problema grave
quando se pretende produzir um perfil com diferentes es-
pessuras, tal como ilustrado na figura 7 (b) (lado direito).
Como podemos ver, existem partes do perfil sem material
(velocidades muito baixas), porque este encontrou muita
resisténcia nessa regido (ao longo da fieira). Outras regies
do perfil oferecem menos resisténcia, logo o material pas-
sa por essas regides com velocidade mais elevada, levan-
do a um perfil ndo homogéneo e com defeitos de fabrico.

Na figura 7 (b) (lado esquerdo), podemos ver o re-
sultado de uma simulagdo numérica (obtido na saida da
fieira), que mostra precisamente as diferentes velocidades
nos diferentes locais do perfil (velocidades mais elevadas

a vermelho e velocidades mais baixas a azul).

Na praética, o que se faz é encontrar uma forma de en-
ganar o fluido, de modo a que este nédo consiga descobrir
quais as regides que oferecem menor resisténcia, e tenha a
mesma velocidade em todas as regides do perfil, aquando
da saida da fieira. Na figura 8, é ilustrado esse processo
para o escoamento 2D da figura 7. Como podemos ver, foi
introduzido um obstdculo no canal mais largo (que ofere-
ce menos resisténcia) de modo a obter a mesma velocida-
de do fluido nas saidas Ae B .

Esta técnica é usada no interior da fieira (caso 3D) para
se obter um perfil de velocidade homogéneo.

Na inddstria, este processo é feito experimentalmente
e o seu sucesso depende muito da experiéncia da pessoa
responsavel, levando a um intenso processo de tentativa
e erro, até que se obtenha o perfil final com as dimensdes
desejédveis. Neste processo de tentativa e erro, hd perda de
tempo e desperdicio de material, tanto de polimero como
do metal utilizado na constru¢do de novas fieiras com
geometrias diferentes. No caso das simulagées numéricas
pode haver algum tempo perdido nessas simula¢des, mas
ndo hd desperdicio de material.

RN

Saida A

i, Saida B

7
ey,
7
“y,

(a)

Resultado Experimental

Simulag@o Numérica

>
L

Velocidade Normalizada

(b)

Figura 7. () Exemplo de um escoamento 2D onde o fluido tem tendéncia a deslocar-se para a saida B em
detrimento da saida A, pois a safda A oferece mais resisténcia. (b) Exemplo de uma simulagdo numérica
(resultado obtido na saida da fieira) e respetivo resultado experimental.
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Figura 8. Introdugdo de um obstdculo no canal mais largo da figura 7, de modo a obter a mesma velocidade
do fluido nas saidas Ae B .

Simulagdo Numérica

0 1

Velocidade Normalizada

Resultado Experimental

Figura 9. Exemplo de uma simulagdo numérica (resultado obtido na saida da fieira) e respetivo resultado
experimental. A distribuicdo de velocidades é homogénea.

O processo numérico de otimizagdo do perfil de ve-
locidade é conduzido de acordo com as seguintes etapas:
1. Criar uma malha para a geometria no interior da fiei-

ra, considerando a presenga de obstdculos nas regices

com menor resisténcia;

2. Realizar a simula¢do numérica e analisar os perfis de
velocidade a saida da fieira;

3. Calcular a norma da velocidade média obtida e, para
cada ponto da malha no perfil de saida, determinar a
diferenca entre a norma da velocidade nesse ponto e
a norma da velocidade média. Somar todas essas di-
ferengas;

4. Verificar se a soma de todas as diferencgas é inferior a
um valor de tolerancia previamente definido pelo uti-
lizador. Se esta condicao for satisfeita, o perfil obtido é
considerado o perfil final. Caso contrdrio, retornar ao
ponto 1 e ajustar as dimensdes dos obstdculos.

Esta metodologia segue também um processo de ten-
tativa e erro, mas ndo desperdica material. A metodologia
pode ainda ser otimizada através do uso de uma funcio
erro, que indica o caminho a seguir na alteragdo das di-
mensoes dos obstdculos, através do calculo do gradiente
dessa mesma fungdo erro.

Na figura 9, é mostrado o caso de um perfil de deck
que foi obtido através da metodologia descrita. Como po-
demos observar, o perfil ndo mostra imperfeigdes, tendo
uma distribui¢do homogénea.

4. CONCLUSOES

Este trabalho apresenta uma metodologia numérica para
a simulagdo do escoamento de um polimero fundido du-
rante o processo de extrusdo, utilizado na producdo de
perfis termoplasticos.
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O sistema de equagdes diferenciais a resolver é com-
posto pela equagdo da continuidade (conservagdo da mas-
sa), pela equagdo de balango da quantidade de movimen-
to e por uma equacdo constitutiva que relaciona tensao e
deformacéo.

Para resolver este sistema néao linear de equacdes dife-
renciais, utiliza-se o Método dos Volumes Finitos, ampla-
mente reconhecido na simulagdo de escoamentos de flui-
dos. Este método é o preferido devido a sua capacidade
de garantir a conservagdo da massa em cada volume de
controlo, fator essencial para a precisdo das simulacdes.

A fieira, responsével por dar a forma final ao perfil ex-
trudido, define a geometria (parte interna da fieira onde
passa o polimero fundido) que serve como dominio para
a solucdo do sistema de equacdes diferenciais. Devido a
existéncia de diferentes espessuras no perfil extrudido, é
comum a formagédo de perfis defeituosos. Alterar a geo-
metria interna da fieira (mantendo o perfil de saida inal-
terado) permite ajustar o fluxo de material nas diferentes
regides da saida.

Por meio de simulagdes numéricas, é possivel obter
um perfil de velocidades homogéneo, utilizando uma
metodologia baseada no célculo de uma funcédo de per-
da, cujo gradiente orienta as modificagdes necessdrias na
geometria.

Este processo numérico reduz significativamente o
desperdicio de materiais, como o metal utilizado na cons-
trugdo da fieira e o polimero utilizado no processo de ex-
trusdo, substituindo o método experimental de tentativa e
erro tradicionalmente adotado na industria (no processo
industrial convencional, cada alteragdo na geometria da
fieira pode exigir a fabricagdo de uma nova pega). Por ou-
tro lado, com recurso a simula¢gées numéricas, basta ajus-
tar o dominio da solu¢do e modificar a malha, tornando o
processo consideravelmente mais eficiente e sustentdvel.
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