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M uitos sdo os exemplos em que um
problema apresentado aos alunos
(em manuais, cadernos de exercicios, pro-
vas, exames nacionais) ndo é mais do que
um caso particular de um resultado geral.
Neste texto trazemos como exemplo um
problema de um exame nacional, para
tentar mostrar o potencial didético que ele
pode conter quando o exploramos,

com tempo, na sala de aula ou fora dela.
Colocando énfase nas premissas que ga-
rantem o resultado solicitado, usando o
arsenal matematico ja disponivel, ou ou-
tro ainda por explorar, testando hipéteses
recorrendo a modelos dindmicos criados
para o efeito, é prazer garantido, ndo para
todos, mas para muitos que estdo a sua es-

pera, ao abrigo da escola inclusiva.

O PROBLEMA

Considere as funcdes f e g, de dominio ]0,+oo|,
definidas por f(x) =§ e por g(x)= —g, com
k> 0.

Considere ainda:

» dois pontos P e Q, com a mesma abcissa, perten-
centes, respetivamente, ao gréfico da fungéo fe ao
gréfico da fungdo g;

» areta s, tangente ao grafico da fungdo f no ponto
p;

P areta t, tangente ao gréfico da fungdo g no ponto
Q

» o ponto R, ponto de intersecgdo das retas s e .

Mostre que, qualquer que seja a abcissa dos pontos
P e Q, a drea do tridngulo [PQR] é igual a k.
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PRIMEIRAS IMPRESSOES
Neste problema, é com relativa tranquilidade que se perce-
be que a condicdo f = —ge f(x) # 0, paratodoo x € Dy,
é suficiente para que R tenha a sua existéncia garantida no
eixo Ox. E isto é claro porque sabemos que f'(x) # 0 em
todo o dominio considerado. Caso f’(x) = 0, para algum
x, o ponto R deixaria de existir (assim como o A[PQR]).
As imagens abaixo ilustram as duas situagdes para a fun-
Gao f(x) = e5N¥ 4 2.

Note-se que, em geral, como se pode ver pelas figuras
1 e 2, a drea do tridngulo [PQR] ndo é constante, quando
a abcissa de P e Q varia, ao contrario do que acontece no
Problema 16 para a fungdo f(x) = § Em geral, quando
f'(«) = 0, adrea"explode" para co quando x tende para «.

O leitor pode, se entender, manipular a construgédo Ge-
0Gebra' experimentando outras fungdes a seu gosto. Casos
que pode ser interessante experimentar:

F) =% f(x) = tg(x); fX) = s flx) =5;

f(x)=x"; f(x)=tg"(x); f(x)=sen"(x) (n>2).

6 f(x)= e 4 2

@ f'(xp) # 0

f(x)= &) £ 2

Figura 1. f(x) = —g(x) e f'(x) # 0. garantem que R estd no eixo
Ox.

1 https://www.geogebra.org/m/xfkhxcxm
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Figura 2. Gréfico da funcdo Apjpor(x) para f(x) = e5"* + 2.

GENERALIZACOES

A funcdo f que surge no Problema 16, e a drea constante
que daf resulta, é apenas um caso particular do seguinte
resultado.

Teorema 1. (Area do triangulo) Seja fuma fungéo positiva
diferencidvel num intervalo aberto de R. Considere ainda:

¢ dois pontos P e Q, com a mesma abcissa «, perten-
centes, respetivamente, aos graficos de f e -/, satistazendo

f'@) #0;
e a reta s, tangente ao grdfico da fung¢do f no ponto P;

e a reta t, tangente ao grdfico da fungdo -/ no ponto Q;

* 0 ponto R, ponto de interseccdo das retas s et.

Entao, a drea do tridngulo [PQR] é dada por

o
Al = 7@

Demonstragdo. Equagdes das retas s e t:
siy = f(a)(x —a) + f(a);
by =—f(0)(x —a) = f(a). @
Aintersecdo das retas apenas ndo ocorre se f’(a) = 0, pois
nesse caso s || t, que ndo sdo coincidentes porque a ndo é
um zero de f.

Sendo R(x,y) o ponto referido no enunciado, das
equacdes (1) resulta que

y=—f()(x-a) = fla)
== [f(@)(x—a) + fla)}=-y

o que equivale a
y=0. 2)

O que significa que o ponto R vive no eixo Ox, sendo a sua
abcissa, x, a solugdo da equagdo (« fixo)

f(@)(x —a) + f(a) = 0.

Resolvendo-a,

fl(@) (x —a) = —f(a)

(Y

- f(a) ©
@

& x= Fla)

Segue-se de (2) e (3) que R tem de coordenadas

R (oc - %,0).

Assim, a drea do triangulo [PQR] serd dada por

2
w0 = 3 o1 (v 565 )| iy @
0
No Problema 16, f(x) = £ e g(x) = —f(x), sendo que
f é diferencidvel e f(x) # 0, f'(x) # 0 no dominio consi-

derado. Verificando o resultado (4),

2
(k) 2 2
o k 14
aZ
Nota para reflexdo: A abcissa do ponto R, x, = & — JJ:,((D;)), e

a férmula recursiva no método de Newton,

f(xn)

Xn+1 = Xn — f/(xn),

nao tém o mesmo aspeto por acaso, pois ndo? No caso par-
k
xl
ende mas traduz certas propriedades geométricas tnicas

ticular da fungédo f(x) = %, x,,11 = 2x,, 0 que ndo surpre-
presentes nas hipérboles, nomeadamente algumas rela-
cionadas com dreas (voltaremos a este aspeto mais tarde,
numa demonstracdo quase visual...).

MAIS ALEM...
Tal como observdmos atrds, em geral, a drea A (x) do tri-
angulo [PQR]ndo é uma fungdo constante.

Por exemplo, se f(x) = gsen(x) 4 9 (figura 1), basta ob-
servar que esta tem extremos, para afirmar que a 4rea do
tridngulo [PQR] varia. Neste exemplo, essa drea é dada,
para cada valor de x € R\{5 + tr1, t € Z}, pela fungdo

_ fR (e
AA(X) - |f/(x)‘ - gscnxlcosx‘r

cuja representagdo gréfica se encontra na figura 2.
No entanto, no Problema 16 estamos perante uma
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fungdo, f(x) = g, com Ax(x) =k constante! J4 sabemos

que f(x) =
néo chega para garantir que a drea do triangulo [PQR] seja

% é diferencidvel e ndo tem extremos. Mas isso

constante: a funcdo f(x) =e* também é diferencidvel e
nio tem extremos, no entanto Ax (x) = e* (curioso!). As-
sim, a questdo que se pode colocar é:

Quais sdo exatamente as fungodes que tém como fungdo drea as-
sociada, A (x), uma fungdo constante k positiva?

A resposta estd no seguinte resultado.

Teorema 2. (FungGes de drea associada constante) Seja /
uma fungao diferencidvel com f(x) # 0, f'(x) # 0 num
intervalo aberto de R, e o tridngulo [PQR] tal como defini-
do no Teorema 1. Entéo,
A (x) = k (constante positiva) <= f(x) = +
com c constante.

k
x+c

Demonstragio.(<=) Basta substituir f(x) e f'(x) na ex-

pressdo A(x) = e verificar que tudo se simplifica

Ifg( ))I
para k (é deixado como exercicio).
(=) Nesta implicagdo temos de resolver a equagdo

f?
e

em ordem a f(x) e mostrar que a solugéo é a familia de
fungdes

k
x+c

f(x) ==+

Fazendo y = f(x), a equagdo (diferencial) fica

y2
L k= =kly| =

ly']

=y=—k (V<O Vy=k' (>0

Resolvendo cada uma das equagdes da disjungao,

yZ:fky'@fy—z: é/f—dx
—/1(1 17X+C<:> — k
“ )R vy k Y= xye

sy 1 /y_’dx
ky < 2k 2
1 _x

/1 1 _xde k
k y .k YT ke

Isto ¢,

Esta expressdo define uma familia (infinita) de fungdes,
uma para cada valor da constante real ¢, de modo que a
drea do triangulo [PQR] é sempre k, para cada valor de c.

O leitor pode, se entender, manipular a construcdo Ge-
0Gebra®, visualizando as curvas integrais da equacéo dife-
rencial e as solugGes para as condig¢des iniciais definidas
pelo leitor, assim como o tridngulo [PQR].

No exemplo dado na figura 3, para k = 15 e para a
condicdo f(3) =5, ou seja, para que o gréfico de f con-
tenha o ponto (3,5) e a drea do triangulo seja 15, ¢ = 0.

Fica como exercicio verificar que ¢ pode ser obtido,

em funcdo da condicdo inicial f(«)

_ keap
Cc = B

= B, pela expressao

Area desejada = 15
—_—

Condigdes Iniciais

="

conpigoEs
NICTAIS

Mostrar triangulo

Figura 3. k = 15 e condicdo inicial f(3) = 5.

O REGRESSO A SIMPLICIDADE

Quando se consultam os critérios de classificagdo deste
item, existe uma clara orientacdo para uma abordagem
usando essencialmente ferramentas relacionadas com de-
rivadas de fung¢des e geometria analitica.

A geometria analitica é uma ferramenta muito valiosa
que nos foi dada pelos matematicos do século XVII para
resolvermos problemas de geometria (e ndo s6), mas néo
deve ser vista como uma imposigao!

Vejamos uma alternativa de resolu¢do do Problema 16,
que deveria estar incluida nos critérios de classificagdo,
e como essa abordagem ao problema permite apresentar
uma prova alternativa da implicagdo (<) do Teorema 2
(abdicando do resultado dado pelo Teorema 1), com al-

2 Pelo T. de Darboux, como Dy é um intervalo, f/(x) > 0 Vx € Dy ou
f'(x) < 0 Vx € Dy.

3 https://www.geogebra.org/m/se685zbs
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Designe-se por a a abcissa dos pontos F e Q.

Reconhecer que as ordenadas dos pontos P e () sio, respetivamente,

% e -—% L S e S T M S S Sy S B S e 0 PONDOS
Determinar: f'(x) & BiE) v mnmssi iy 2 pontos
Obter as equagdes das retas tangentes aos graficos das fungdes f e g,

respetivamente, nos pontos P € O ..o, 2 PONtOS
Determinar as coordenadas do ponto R ...........coccveeiiiiiivciscsscccsccceeeeeees. 2 poNtos
Reconhecer que @ ¢ a altura do triangulo [PQOR] relativa ao lado [PQ] ....... 2 pontos
Reconhecer que 2a—k € 0 comprimento de [PQ] B OO UOPPUUPPTRUPPUPPROPD .o o o 19 (o -3
Concluiro:pretendido:: ecenmpninneenranarnnann s snn sy 22pontos

Figura 4. Critérios de classificagdo.

tridngulos [BDA] e [ERA], ou seja, o tridngulo [FRB] pode
sempre ser decomposto em quatro tridngulos equivalentes
(independentemente da localizagdo do ponto A no grafico
de f(x) = %). Por aqui fica arrumado o Problema 16 pois
basta fazer uma simetria do tridangulo [ERA] relativamen-
te ao eixo Ox e obtemos o tridngulo [A A’R] ([PQR] no pro-
blema) com &rea igual a k. O ponto A’, simétrico de A em

relagdo ao eixo Ox, fica sobre o gréfico da fungdo g = —f.
Fica aqui‘ a proposta de manipular a construgdo GeoGebra,

ou clicar sobre a figura 5, onde se pode observar os argu-
mentos atrds apresentados.

Quando  passamos para fungbes do tipo
; h(x) = :I:XLH =xf(x+c¢), c € R, as dreas sdo totalmen-
g =—f paralelas te preservadas, pois as dnicas transformagdes do gréfico

de f sdo a translagdo e a simetria em relagdo a eixo Ox

Figura 5. Hipérbole e grafico de f(x) = & (10.° ano). Logo, tudo o que foi provado para f(x) = £ fica
provado para h(x) = £, tendo em consideracio que a

assintota x = —c faz o ;;};el de eixo Oy em toda a cons-
guns recursos de geometria sintética que, em tltima ins- trugdo geométrica descrita.
tancia, derivam de propriedades da hipérbole. Assim,
Partamos da situagdo mais simples, exatamente a fun-
¢do do Problema 16, f(x) = £ Esta ¢ a conhecida funcao flx) = 7 +c ﬁoA[FEAD] =k E— Aaar) = k-

de proporcionalidade inversa de constante k, ja muito fa- [
miliar no Ensino Basico. Também se pode escrever xy = k.

O significado geométrico desta expressdo é ébvio, muito
. . SOBRE O AUTOR

explorado no 9.° ano: a drea do quadrildtero [FEAD], de ) )
Carlos Gomes, natural de Guimardes, completou todo o Ensino

Secundario na Escola Secundaria Francisco de Holanda. Licenciado
figura 5). em Ensino de Matemitica pela Universidade do Minho, é professor

dimensdes x = FE e y = EA, é constante e igual a k (ver

O declive da reta tangente em A(x, %) é — x% — f/ (x). de Matematica na Escola Secundaria de Amarante (ESA) desde 2000.

O declive da reta ED também ¢ —x% (porqué?). Assim, as
retas RB e ED sdo paralelas e BD = AE e DA = ER, uma
vez que [BDEA] e [DERA] sdo paralelogramos. Assim, a
drea do retangulo [FEAD] é igual a soma das dreas dos 4 https:/www.geogebra.org/m/huy7sgez
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