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Arquimedes obteve uma estimativa

para 7 entre % e % usando um

método de aproximacdo geométrica.
Este resultado é frequentemente
mencionado em resumos da Histéria
da Matematica, mas raramente é
demonstrado aos alunos, apesar do seu
potencial para estimular a exploracdo
matemadtica. Neste trabalho, propde-se
uma modificagdo simples do método de
Arquimedes que pode ser facilmente
compreendida e executada por alunos
do 11.° ano, e mostra-se como as
limita¢Oes inerentes a natureza discreta
das computagdes digitais impedem

a obtengdo de niveis de precisao

arbitrariamente altos.

INTRODUCAO

Os livros de texto de matematica frequentemente men-
cionam a tentativa de Arquimedes de obter um valor
numérico para 77 através da comparagdo do perimetro
de poligonos inscritos e circunscritos num determinado
circulo (Struik, 1954). No entanto, os detalhes do méto-
do geralmente ndo sdo fornecidos, o que transmite aos
alunos apenas uma histéria matemadtica interessante,
mas os priva das aprendizagens e intui¢Ges que pode-
riam ter obtido por meio de suas préprias tentativas de
reconstruir o caminho de Arquimedes. Nesta comuni-
cacdo, descrevo um método simples para calcular uma
aproximacdo de 71 através da comparacdo das dreas de
aproximacdes poligonais convenientes da drea do circu-
lo. Além do seu uso como motivador da exploragdo ma-
temadtica, este método, que é facilmente explicado a es-
tudantes de trigonometria, oferece uma aplicagdo pra-
tica das relagdes trigonométricas fundamentais e pode
ser usado para introduzir as limitacdes da aritmética de
precisdo finita (tal como possibilitada por calculadoras
e computadores).

METODO

A drea de um circulo com raio r = 1 é r. Cada quadran-
te deste circulo unitdrio tem, portanto, uma édrea de %,
Para calcular uma aproximacgdo desse valor, podemos
bissetar sucessivamente um quadrante e medir as dreas
dos tridngulos inscritos OAB (definidos pelos pontos
onde os angulos intersetam a circunferéncia (verde-
-claro, na figura 1) e as dreas dos tridngulos “transbor-
dantes” OAC.
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Figura 1. Construcdo de aproximagoes sucessivas da drea de um
quadrante circular através das suas bissec¢des sucessivas.

Ap6s n bissecgdes do quadrante, temos 2" tridngulos
OAB, cada um com 4rea %sen(zx), (onde a é o angulo
AOB, i.e., 2"% ) e 2" tridngulos OAC, cada um com drea
% tg(a). Como 7 deve estar compreendido entre as dreas
dos tridngulos OAB e dos tridngulos OAC, segue-se que
2" tg(a)

<2<
4 2

2" sen(a)
2

Os valores de sen(a) e tg(a) podem ser calculados su-
cessivamente a partir das relagdes trigonométricas basi-
cas, que ja devem ser familiares aos alunos do 11.° ano,
mas podem, no entanto, ser deduzidas diretamente das
férmulas do cosseno da soma de dngulos

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
e da identidade pitagoérica:
cos?(a) +sen®(a) = 1.

Fazendo a = b, segue que

e
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cos(a 4 a) = cos*(a) — sen’(a)
= cos*(a) — (1 - cosz(a)) =2cos?(a) — 1
e portanto

cos(2a) +1 = 2cos?(a),

L A .
o que implica, para angulos entre 0 e 7, que o cosseno,
o seno e a tangente do angulo dividido podem ser pron-
tamente calculados a partir do cosseno do dngulo origi-
nal usando as expressoes

_ Jcos(2a) +1
cos(a) = — 5
sen(a) — 1-— Ccz)s(Za)
2 — sen(a)
etgla) = cos(a)

Este algoritmo pode ser facilmente implementado numa
folha de cdlculo, e um gréfico das dreas dos tridngulos
OARB inscritos e dos tridngulos OAC “transbordantes”
mostra que, ao contrdrio do esperado, apds cerca de
15 bissecgOes as dreas calculadas param de convergir
(figura 2).

Os problemas de convergéncia ndo se devem a nenhu-
ma falha do algoritmo, mas sdo uma consequéncia inevi-
tdvel do uso da aritmética de precisdo finita em computa-
dores comuns, uma vez que os nimeros geralmente sdo
armazenados na memoria com um nimero finito de di-

gitos e varias manipulacdes aritméticas conduzem inevi-
tavelmente a uma degradacdo da sua qualidade. Essa de-
gradacdo ocorre da seguinte forma: os nimeros sdo arma-
zenados utilizando a representagdo em virgula flutuante
como uma combinagdo de um ndmero inteiro (o expoen-
te) e um nimero decimal (ou bindrio) entre 0,1000000000...
e 0,999999999...(chamado “mantissa”). Por exemplo, num
computador que usa dez digitos para a mantissa, o ntime-
ro exato 2 é representado como 0,2000000000 x 10'. Este
ndmero, portanto, contém dez digitos exatos na mantissa.
Extraindo a sua raiz quadrada obtém-se, nesta notagdo,
0,1414213562 x 10'. Se um ntimero suficientemente pré-
ximo deste for subtraido desta representagdo de /2 (por
exemplo, 1,4142), o resultado final é

0,1414213562 x 10 — 0,1414200000 x 10*,

que contém apenas cinco algarismos significativos cor-
retos. A conversdo deste ndmero para o formato interno
0, 135620000 x 10~* produz uma mantissa com dez digi-
tos, mas crucialmente apenas os cinco primeiros desses di-
gitos sdo exatos. Calculos subsequentes, portanto, incorre-
rdo em custos de precisdo significativos, e sdo necessdrios
algoritmos engenhosos para evitar erros numéricos quan-
do se realizam subtragdes sucessivas de niimeros quase
iguais (como sucede no cdlculo instantdneo de desvios-
-padrdo de uma série de observag¢des muito semelhantes,
cf. Press et al., 2002).

No algoritmo apresentado acima, as subtragdes de
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Figura 2. A) Evolucdo das estimativas calculadas da drea do circulo @ medida que o ndmero de
bissec¢des de um quadrante aumenta. Azul: estimativa com base nos tridngulos internos da OAB;
laranja: estimativa baseada nos triangulos OAC *“transbordantes”. B) Evolucao do erro absoluto da

estimativa de 1, em escala semilogaritmica.
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numeros que diferem em apenas 10~* ocorrem muito
rapidamente, apds apenas oito bissecgdes sucessivas, ou
seja, quando cada quadrante foi dividido em apenas 256
partes iguais. A estimativa neste ponto, portanto, per-
deu cinco algarismos significativos. Apds 15 bisseccdes
sucessivas, a estimativa perdeu até dez algarismos sig-
nificativos, e qualquer aumento na precisdo que possa
ser obtido por mais bissec¢des é completamente anula-
do pela perda de algarismos significativos (ver tabela 1).
A andlise desta tabela mostra que as limitagdes da arit-
mética de precisdo finita impedem o uso deste método
para calcular uma estimativa mais precisa de 7 do que
3,1415925 < 7 < 3,1415928, que é obtida através da di-
visdo de um quadrante do circulo em 4096 partes iguais.
Podem obter-se melhores estimativas, no entanto, se se
abandonar o uso de folhas de cdlculo em favor de solu-
¢des mais elaboradas, como, por exemplo, as bibliote-
cas de precisdo arbitrdria (Fredrik Johansson, 2013) em
Python, e pode alcangar-se a convergéncia mais rapida-
mente se abandonarmos a abordagem de Arquimedes e,
em vez disso, calcularmos 7t usando somas apropriadas
e rapidamente convergentes (Borwein & Borwein, 1987),
como a expansdo de Taylor da férmula de Machin ou ou-
tras. Uma possibilidade mais simples consiste em evitar

trigonométricas dos angulos bissetados utilizando fér-
mulas que ndo incluam subtragdes. Para isso, é necessario
utilizar uma outra férmula de cédlculo do seno do angu-
lo bissetado, que pode ser deduzida da seguinte forma:

De (1) e do facto de a ser um angulo do primeiro qua-
drante, resulta

cos(2a) +1 = 2cos?(a) < \/cos(2a) +1 = V2 cos(a).

Multiplicando ambos os lados por V2 sen(a), obtém-se

V2sen(a)4/cos(2a) +1 = 2sen(a) cos(a)
sen(2a)

_ 2sen(a) cos(a)
¢ sen(a) V24/cos(2a) +1°

© V2y/cos(2a) + 1

< sen(a) =

Utilizando esta férmula para o cdlculo do seno e,
por conseguinte, da tangente, evita-se a perda de
precisio observada anteriormente e a estimati-
va de 7 converge sucessivamente para o valor cor-
reto de 7 (figura 3). Apds 24 bissec¢des obtém-se
3,141592653589785 < 11 < 3,141592653589805,

proximo da maxima precisdo atingivel numa representa-

bastante

¢do de virgula flutuante com 16 algarismos decimais na

o cancelamento subtrativo através do cédlculo das fungdes mantissa.
A) B)
O 3141600 o
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Figura 3: A) Evolucdo das estimativas calculadas da drea do circulo a medida que o ndmero de
bisseccdes de um quadrante aumenta, utilizando férmulas de bissec¢do que nao sofrem de can-
celamento subtrativo. Azul: estimativa com base nos tridngulos internos OAB; laranja: estimativa
baseada nos tridngulos OAC “transbordantes”. B) Evolu¢do do erro absoluto da estimativa de 1M, em

escala semilogaritmica.
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