O TEOREMA DE MINKOWSKI

CANTO DELFICO

ALFREDO COSTA

Universidade

de Coimbra

amgc@mat.uc.pt

Neste Canto Délfico propde-se o Teorema de Minkowski como tema avan-
cado de estudo extra-curricular, para alunos do ensino secundario espe-

cialmente motivados.

1. INTRODUCAO

O Teorema de Minkowski foi o tema de uma aula lecio-
nada pelo autor destas linhas num estdgio do Projeto
Delfos, em 2012. Os alunos eram essencialmente dos
11° e 12.° anos de escolaridade. Este teorema nao € ir-
relevante na preparacgdo para competi¢des escolares de
matemiética.

E verdade que por si s6 é muito raramente ttil em tais
competi¢bes; mas as suas demonstragdes e aplicagdes
constituem um bom pretexto para a introdugéo, ou re-
visdo, de ferramentas tteis em contexto olimpico. Final-
mente, a sua beleza pode estimular estudantes curiosos
e com sentido estético, tenham ou nao inclina¢gdes com-
petitivas.

Neste texto, apresentamos o Teorema de Minkowski
no caso bidimensional, seguindo essencialmente o pla-
no da aula de 2012. A aplicagdo destacada é a dedugéo
da caracterizagdo dos niimeros primos que sdo soma de
dois quadrados. Esta caracterizagdo é relevante em con-
texto olimpico, desde logo pela associagdo com os alicer-
ces da Aritmética Modular.

Os jovens estudantes com interesse pela Fisica pode-
rdo ter um especial gosto em saber que estamos a falar
de um teorema do matemético Hermann Minkowski,
afamado pelo seu papel no dealbar da Teoria da Relati-
vidade (tépico abordado num outro nimero da Gazeta de
Matemdtica, cf. [7]). Ndo raro, tais estudantes interessam-
-se precocemente pelo estudo da integra¢do numa ou
mais varidveis reais; para eles, as instancias do Teorema
de Minkowski em dimensdes superiores poderdo ser es-
pecialmente motivadoras.

O Teorema de Minkowski inaugurou a chamada
Geometria dos Niimeros. O leitor interessado nesta drea
matemadtica encontra uma introdugdo amigdvel no livro
homénimo [6], onde o Teorema de Minkowski é mesmo
referido como sendo o "teorema fundamental da geo-
metria dos ndmeros". No final desse livro encontramos
uma breve biografia de Minkowski. Para uma exposicdo
sobre o teorema num livro de preparagdo olimpica, te-
mos a obra de Andreescu & Dospinescu [3]. O plano da

aula associada a este canto délfico apoiou-se no livro de
Jones & Jones [5].

Figura 1. Hermann
Minkowski' (1864-1909).

Tlmagem do dominio publico, via Wikimedia Commons, https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Hermann_Minkowski.png.
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2. O TEOREMA DE MINKOWSKI
Um reticulado no plano R? é um conjunto da forma

A ={av + a0y | ay,a0 € Z},

onde v1 e vy sdo vetores com direc¢bes distintas. Dize-
mos que 71 e v geram o reticulado A. Podemos escrever
A = Zv + Zv;. A regido fundamental de um tal reticula-
do é o conjunto

F={av1+mv |a; eERe0<a; <1}

Trata-se do paralelogramo de vértices (0,0), vy, vy e
v] + v, a que foram retirados os lados [v1,v1 + vy] e
[v2,v1 4+ vy), cf. figura 2. Note-se que o tnico elemento
de A em F é o ponto (0,0). Escrevendo v; = (v11,v12)
e vp = (v21,v22), a drea da regido fundamental ¢é
|v11v22 — V1 2021), i.e., 0 determinante da matriz

% [Y
M= |11 U2
V21 V22

Como exemplo especial, temos o reticulado Z x Z,
o reticulado inteiro, gerado pelos vetores (1,0) e (0,1), e
cuja regido fundamental é um quadrado de drea 1 sem
dois dos seus lados.

Fixado um reticulado A C R?, dizemos que dois ve-
tores v e w de R? sdo equivalentes médulo A, e escrevemos
v~w, se v—w€E A E um exercicio elementar provar
que v ~ w se s6 se v + A = w + A. Reparemos que ~ é
uma relagdo de equivaléncia.

L J
L ]

A seguinte propriedade é fdcil de intuir e provar:
para cada v € R? existe um tnico w € F tal que v ~ w.
Logo, podemos definir a fungio ¢ : R? — Fque a cada
v € R? associa o Gnico w € F tal que v ~ w.

Observemos que o plano é pavimentado por
translacbes de F de forma natural; de facto, temos
(F+1)Nn (F+k) = @ sempre que I,k sdo elementos dis-
tintos de A, e R? é a unido disjunta dos conjuntos da
formaF+1, com! € A:

R* = [ (F+1).
leA

No enunciado do teorema seguinte, pense o leitor que
X é um cartdo pousado no plano, com drea superior a
da regido fundamental do reticulado A = v1Z + 1,7, e
que corta o cartdo X ao longo das retas paralelas a v; ou
U3 que passam pelos pontos do reticulado. Ao trasladar
para a regido fundamental, de um modo natural, os pe-
dagos resultantes do corte, nasce a intuigdo de que serd
impossivel evitar que pelo menos dois dos pedagos se
sobreponham (cf. figura 3).

Figura 2. llustragdo do reticulado gerado pelos vetores v{=(2,1)
e v»o=(1,3). Os pontos do reticulado estdo assinalados a azul, e
a regiao fundamental aparece a sombreado.

Figura 3. llustracao” do Teorema 1 no caso do reticulado
7 x 7, com o cartdo X representado a azul.
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Teorema 1. Consideremos um subconjunto limitado X
deR?. Sea drea de X for maior do que a drea da regido fun-
damental de A\, entdo a restrigdo de ¢ a X ndo é injetiva.

Demonstragio. Suponhamos que a restricdo de ¢ a X
é injetiva. Para cada!l € A, seja X; = X N (F +1). Entdo

X=X oy
leA

Sendo esta uma reunido disjunta, temos

Area(X) = ) Area(X)). )
leA
A restri¢do de ¢ a F + ] coincide com a restrigdo a F + 1/ da
translagdo v — v — . Portanto, temos

Area(X;) = Area(p(X))). 3)

Uma vez que a restrigdo de ¢ a X é injetiva, concluimos
a partir da unido disjunta (1) que temos a seguinte unido
disjunta:
P(X) = i o(X)).
leA

Portanto, a seguinte igualdade verifica-se:

Area(p(X)) = 12 Area(p(X))). @)
eA

Logo, de (2), (3) e (4) deduzimos que
Area(X) = Area(g(X)).

Como ¢(X) C F, concluimos que Area(X) < Area(F). O

Corolario 1. Se a drea de X for maior do que a drea da re-
gido fundamental de A, entdo existem v,w € X tais que
vEwev—wéeE A

Demonstracgdo. Pelo Teorema 1, existem v, w € X tais
que v #w e ¢(v) = ¢(w). Como v~ ¢(v), w~ ¢p(w) e
~ é uma relagdo de equivaléncia, temos v ~ w, ou seja,
v—w € A. O

No teorema anterior e seu coroldrio pressupde-se
implicitamente que o conjunto X é a partida mensurd-
vel; mas num contexto semelhante ao da aula associada
a este documento, pode nédo ser oportuno destacar que
é preciso que X tenha drea, dada a delicadeza da nogéo
de conjunto mensuravel. A hipétese de que X ¢ limita-
do néo é necessdria, mas é conveniente para evitarmos
considerandos sobre séries, que seriam precisos para

Figura 4. Um conjunto centralmente simétrico e convexo.

dar sentido as igualdades (2) e (4) no caso em que X néo
é limitado.

O leitor podera querer agora exercitar-se resolvendo
o seguinte problema olimpico.

Problema 1. (Teste de Sele¢do da China para as Olimpi-
adas Internacionais de Matemdtica, 1988) Seja 7 um in-
teiro positivo. Um poligono do plano tem drea maior do
que n. Prove que podemos aplicar-lhe uma translagdo de
tal modo que na nova posig¢do contém pelo menos n + 1
pontos de coordenadas inteiras.

O corolério 1 e o problema 1 sdo casos especiais do
Teorema de Blichfeldt [6, Teorema 9.3]. Este resultado de
1914 deve-se ao matemadtico americano de naturalidade
dinamarquesa Hans Frederik Blichfeldt (1873-1945), cuja
biografia também é destacada no jd mencionado livro [6]
de introducdo a Geometria dos Niuimeros. No popular
férum olimpico da pdgina web AoPS Online encontra-se
uma discussao sobre a solugdo do problema [1].

Precisamos de mais algumas defini¢des antes de
enunciar o Teorema de Minkowski. Um subconjunto de
X de R? diz-se:

» centralmente simétrico, ou simétrico em relagdo a origem,
seveX=-—velkX;

P convexo se, sempre que v, w € X, o segmento de reta
[0, w] que une v a w estd contido em X .

Por exemplo, um circulo com centro na origem € cen-
tralmente simétrico. Mais geralmente, todas as regides

elipticas cujos dois eixos passem pela origem sdo cen-

2 David Eppstein, CCO, via Wikimedia Commons - https://commons.
wikimedia.org/wikilFile:Blichfeldts_theorem.svg.
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tralmente simétricas.

Teorema 2. (Teorema de Minkowski, c. 1890). Seja A um
reticulado de R? com regido fundamental F, e seja X um
subconjunto limitado de R? que é centralmente simétri-
co e convexo. Se

Area(X) > 4 Area(F),

entdo o conjunto X contém um ponto do reticulado A
distinto de (0,0).

Demonstragdo. Suponhamos que

AN =Zv1+ Zvy

é gerado pelos vetores v1 = (v11,012) € V2 = (V21,022).
Recordemos que a drea da respetiva regido fundamental
F é o médulo do determinante da matriz

v v
M= 011 U12)
U21 V22

Consideremos também o reticulado

2A = Z(Zvl) + Z(sz).

A regido fundamental deste reticulado é o con-
junto  2F = {(2x,2y): (x,y) € F}, cuja drea ¢
|det(2M)| = 4| det(M)| = 4 Area(F). Por hipétese, temos
portanto Area(X) > Area(2F). Decorre entdo do coro-
lario 1, aplicado ao reticulado 2A, que existem x,y € X
tais que x # y e x —y € 2A. Logo, o ponto

pertence a A. Observemos o seguinte:
b x # y significa que P # (0,0);
» —y € X, pois X é centralmente simétrico;

» o ponto médio dex € X e —y € X, que é P, pertence a
X porque X é convexo.

Portanto temos P € (XN A)\ {(0,0)}. O

3. CONGRUENCIAS

Usamos a notagdo a =, b para significar que a e b sdo
congruentes médulo n, o que significa que os inteiros a e
b deixam o mesmo resto quando divididos pelo niimero
natural 7. Dito de outro modo, a =, bseesbése a—>b é
multiplo de n. Recordemos algumas propriedades bdsicas

da Aritmética Modular:
Psea=,bec=,d entioa+c=,b+deac=, bd;

» 2 é primo com 7 se e sé existe ¢ € Z tal que ac =, 1;
o inteiro ¢ é tnico médulo 7 (isto é, se ac =, ac’ =, 1
entdo ¢ =, ¢’) e diz-se que ¢ é o inverso de a médulo n.

O Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Wilson sdo das
primeiras propriedades avangadas da Aritmética Modu-
lar que sdo ensinadas.

Teorema 3. (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é primo e
o inteiro x ndo é muiltiplo de p, entdoxP~1 =, 1.

Esbogo da demonstragdo. As seguintes ideias permitem
uma demonstragdo curta:

» Justificar que basta provar que x? =, x.
» Reduzir a prova ao caso x > 1.

» Provar que x¥ =, x por indugéo em x, usando o bind-
mio de Newton e o facto de que p divide (}) quando
0<k<p.

Com estas pistas, a demonstragdo torna-se um exercicio
bastante acessivel.

Teorema 4. (Teorema de Wilson) Se p é primo, entido
(p—1)!=p -1

Esbogo da demonstracdo. Comecemos por reparar que 1 e
p — 10 os tnicos elementos do conjunto {1,2,...,p — 1}
que sdo solugdo da equagéo x2 =, 1 (porqué?). De segui-
da, observemos que se no produto

(p—D!'=1-2---(p—-2)-(p—1)

emparelharmos os elementos de {2,3,...,p — 2} que sdo

mutuamente inversos médulop, cancelando esses pares de

inversos mtituos, obtemos (p —1)! =, 1- (p—1) =p —1.
O

As demonstracoes destes dois bem conhecidos teore-
mas tinham sido feitas em aulas anteriores aquela cujo
plano serve de base para este texto.

Sejam a € Z e n € N. Diz-se que a é um residuo qua-
drdtico médulo n se existe x € Z tal que x*> =, a. Na de-
monstragdo do seguinte resultado, vemos o Pequeno Teo-
rema de Fermat e o Teorema de Wilson em agéo.

GAZETA DE MATEMATICA -+ 20|



Teorema 5. Seja p um primo impar. Entdo —1 é um resi-
duo quadratico médulo p se e s6 se p =4 1.

Demonstragdo. Seja x € Z tal que x2
temos

=, —1. Entéo

(—1);%1 = (ch)p%1 =, l=,1
onde a dltima congruéncia resulta do Pequeno Teorema
de Fermat. Portanto, p divide (—1) b 1, o que s6 é pos-
sivel se pr1 épar, istoé, sep =4 1.
Reciprocamente, suponhamos que p = 4k + 1 para
algum k € IN. Para x = (%4)! temos:

= 1...P__1.(T’T_1_ )

(1)

Multiplicando por —1 cada um dos tltimos pT_l = 2k fa-

Pgl.(p_l’;l)....

tores, segue que

2
2=,

=

onde a dltima congruéncia se deve ao Teorema de Wil-
son. Portanto —1 é um residuo quadratico médulo p. [

4. CARACTERIZACAO DOS PRIMOS QUE SAO
SOMA DE DOIS QUADRADOS

O préximo lema estabelece as condi¢Ges para aplicar-
mos o Teorema de Minkowski na caracterizagdo dos pri-
mos que sdo soma de dois quadrados.

Lema 1. Consideremos inteiros n e u, com n > 1.
O conjunto

A={(xy) €Z? |y =y ux}
é o reticulado no plano R?> gerado pelos vetores

v1 = (1,u) e v, = (0,n). A drea da sua regido fundamen-
tal é 7.

Demonstragdo. Seja (x,y) € A. Entdo existe k € Z tal
que y = kn + ux, donde

(x,y) = (x,kn + ux)
=x(1,u) + k(0,n) € Zvy + Zv,.

Portanto sabemos que A C Zv; + Zv,. Reciprocamente,
seja (x,y) € Zvy + Zv,. Entdo temos

(x,y) = a(1,u) + B(0,n)

para alguns «,f € Z. Necessariamente x=ua e
y = ux + Bn, obtendo-se y =, ux. Provou-se pois que A
é o reticulado Zv; + Zvs.

Finalmente, a drea da regido fundamental de A é o

moédulo do determinante da matriz
1 u
0 n
o qual vemos ser igual a n. |

Estamos em condi¢des de deduzir do Teorema de
Minkowski o resultado almejado.

Teorema 6. Seja p um primo impar. Entdo p é a soma de
dois quadrados se e s0 se p =4 1.

Demonstragdo. Gragas ao Teorema 5, basta-nos mos-
trar que p é a soma de dois quadrados se e s6 se —1é um
residuo quadratico médulo p.

Se x e y sdo inteiros tais que p = x? + 2, entdo p ndo
divide x nem y (porqué?). Em particular, existe z € Z tal
que yz =p 1. Entdo temos

0=p (¥ +1?) = (P +y)22 =, (xz)? + 1.

Portanto u = xz satisfaz u? =, —1.
Reciprocamente, suponhamos que existe u € Z tal
que u? =, —1. Seja
20—
A={(x,y) € Z” | y =p ux}.
Pelo Lema 1, o conjunto A é um reticulado cuja regido
fundamental F tem drea p. Consideremos ainda o inte-

rior do circulo de centro (0, 0) e raio p = ,/2p, ou seja,
consideremos o conjunto

By = {(x,y) € R* | ¥*> + y* < 2p}.
A drea de B, é 27tp. Como
Area(B,) > 4 Area(F),
aplicando o Teorema de Minkowski concluimos que

existe (a,b) € BN A tal que (a,b) # (0,0). Para um tal
(a,b), temos b =, ua, e portanto

a? + b? =y a? + u%a® = a? —a? =, 0. )

Logo a2 + b2 é um multiplo de p. Por outro lado, como
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Figura 5. llustracdo da demonstracdo do Teorema 6
no caso p=5 e u=2.

Avs. Gir. Determimaifon d'un ombre qui fe peut
divifir en deux quarrex entiers.

1. Tout nombre quarré.
II. Tour nombre premier qui excede un nombre
quarernaire de Punité. '
111 Le produict de ceux qui four tels.
1V. Etle double d’un chafcun d'iceux. .
Laquelle determinaifon n'eftant faiéte n’y de I'Au-
theur n'y des interpretes, fervira tant en la prefente &

{uivante comme en plulieurs autres.

Figura 6. A conjetura de Girard na edi¢do de 1625 de
L'Arithmetique de Simon Stevin de Bruges, anotada
por Girard.?

(a,b) € B, \ {(0,0)}, temos
0 < a*+b* < 2p. (6)

Combinando (5) e (6), vemos que temos de ter a igualda-
de a? +b* = p. O

O matemadtico francés Albert Girard (1595-1632) terd
sido o primeiro a conjeturar este teorema em 1625 (cf.
figura 6). A primeira prova conhecida foi publicada por
Euler. Pelo meio, Fermat jd havia afirmado ter uma pro-
va completa, numa carta a Mersenne datada do dia de
Natal de 1640 [4].

Também foi provado por Euler que a decomposigdo
de um ntimero primo p como soma de quadrados, a exis-
tir, é Ginica, no seguinte sentido: se p = x* + y? = 22 + 2,

comy,y,z,t € N,x <yez <t entdo(x,y) = (zt). Keith
Conrad propde num seu manuscrito uma prova geomé-
trica com reticulados [2].

E frequente encontrar-se na literatura uma provanao
geométrica eficiente, devida ao noruegués Axel Thue
(1863-1922), da existéncia e unicidade da decomposi-
¢do p = x*> + y? quando p é um primo da forma 4k +1
(x,y,k € N) [4].

5. MAIS DOIS PROBLEMAS
Terminamos com mais dois problemas, nos quais é per-
tinente aplicar o Teorema de Minkowski.

Problema 2. Seja p um primo. Mostre que existem
x,y € Ztaisque p=x>+2y*seesésep=2,p=glou
p =g 3.

Algumas sugestdes para a resolucdo deste problema:

» Use o seguinte resultado: se p é um primo impar, en-
tdo —2 é um residuo quadratico médulo p se e s6 se
P =s 1ou P =8 3.

» Use o seguinte facto: a drea da regido delimitada pela
elipse de equagdo ;—; + ’lg—i =1 (onde a,b > 0) é igual
a mtab.

Uma solugdo deste e doutros problemas semelhantes
encontra-se no livro de Jones & Jones [5].

Problema 3. (Olimpiadas polacas) Sejam g, b, ¢ inteiros
positivos tais que ac = b*> + b+ 1. Prove que a equagdo
ax?* — (2b + 1)xy + cy? = 1 tem solugdes inteiras.

Uma solugdo deste problema recorrendo ao Teorema
de Minkowski aparece no 13.° capitulo do livro de An-
dreescu & Dospinescu [3].
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