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1. INTRODUCAO

Um teorema do ponto fixo é um resultado matematico que
garante que, sob determinadas condi¢des, uma dada
fungédo tem pelo menos um ponto fixo. Por outras pala-
vras, se f: X — X é uma fung¢do de um certo tipo, en-
tdo existe um elemento x de X tal que f(x) = x. Apesar
da sua aparente simplicidade, teoremas do ponto fixo
podem ser surpreendentemente poderosos. O propdsi-
to deste artigo € ilustrar esta afirmacdo com algumas
aplicagdes inesperadas. Pelo caminho, iremos rodar
agulhas, decompor ondas e pasmar-nos com alguns
truques de magia.

Um dos mais conhecidos e verséteis teoremas do
ponto fixo foi provado por L. E. J. Brouwer [6] em 1911.
Sendo B = {x € R?: ||x — x¢|| < r} uma qualquer bola
fechada de centro xg e raio r em RY, o teorema do pon-
to fixo de Brouwer garante que toda a fungdo continua
f : B — B tem pelo menos um ponto fixo. Como conse-
quéncia quase imediata, se abrirmos um mapa de Por-
tugal em algum lugar do Pafs, entdo necessariamente
existe um ponto do mapa que efetivamente se encontra
na sua posigdo correta.

Uma variante particularmente elegante do teore-
ma de Brouwer para fungdes definidas na esfera uni-
taria 87 := {x € R¥*! . ||x|| = 1} aparece num artigo de
K. Borsuk [4] de 1933, em que se atribui a formulacéo
do problema a S. Ulam; no entanto, L. Lyusternik e L.
Shnirel'man [24] jd& tinham apresentado uma verséo
andloga em 1930.

Apesar da sua aparente simpli-

cidade, teoremas do ponto fixo
podem ser surpreendentemente
poderosos. O propdsito deste artigo
é ilustrar esta afirmacdo com algu-
mas aplicagdes inesperadas. Pelo

caminho, iremos rodar agulhas,

decompor ondas e pasmar-nos com

alguns truques de magia.

Teorema 1. (Borsuk-Ulam) Se f : $% — RY é uma funcdo
continua, entdo existe x € §¢ tal que f(—x) = f(x).

O caso unidimensional (d = 1) do teorema de Borsuk-
-Ulam decorre facilmente do teorema do valor intermé-
dio. O caso bidimensional (d = 2) admite a seguinte in-
terpretacdo fisica: existe sempre um par de pontos anti-
podas a superficie terrestre que estao exatamente a mesma
temperatura e 8 mesma pressao (assumindo que ambas as
quantidades variam de forma continua no espaco).

A andlise harmonica estuda fendmenos oscilatérios
como as solugdes da equagdo da onda. E uma édrea de
grande destaque no panorama atual da investiga¢do ma-
temadtica, com resultados dramadticos em éareas tao diver-
sas como geometria combinatéria [34], teoria analitica
dos nameros [5] e até computagdo quantica [27]. Por outro
lado, o teorema de Borsuk-Ulam tem vindo a ocupar uma
posicao de relevo na andlise harmoénica moderna, e isto é
parte da motivagdo para as préximas duas sec¢bes deste
artigo.!

A quarta e dltima secgdo ilustra outra faceta, ainda
mais madgica, do teorema de Borsuk-Ulam. Para outras
interpretagdes, generalizagdes e aplicagbes de Borsuk-

-Ulam, recomendamos vivamente o livro [26].

2. AGULHAS

Em 1917, o matematico japonés S. Kakeya [8] colocou
a seguinte questdo: Qudo pequena pode ser uma regido do
plano onde é possivel virar uma agulha de comprimento
unitdrio por um angulo de 180 graus, exclusivamente por
rotagdes e translagdes? Uma tal regido é designada por
conjunto de Kakeya planar. Eis duas tentativas de simples
execucao:

» Um disco de raio igual a | tem drea 7 = 0.785....
2

» Um tridngulo equilatero de altura 1 tem 7 de lado,
edreaiguala 4 = 0.577...

V3
J. P4l [28] demonstrou em 1921 que, na classe dos conjun-
tos convexos, ndo é possivel bater o tridngulo equildtero.
E se o conjunto nao for convexo? Uma deltoide é a trajetdria
descrita por um ponto de uma circunferéncia a medida
que esta rola, sem deslizar, dentro de outra circunferén-
cia de raio trés vezes maior. Durante algum tempo, con-

jeturou-se que o interior de uma deltoide corresponderia

1Como complemento de leitura, sugerimos os artigos de divulgacdo de

|.kaba [23] e T.Tao [33].
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a solugdo do problema de Kakeya. A realidade, porém, é
bem diferente.

A. S. Besicovitch [2] trabalhava na mesma altura (na
Rassia, em quase completo isolamento) num problema
da teoria de integracdo de Riemann. Conseguiu reduzir
o problema a existéncia de um subconjunto do plano de
drea zero contendo um segmento de reta unitdrio em cada
diregdo. E depois construiu um tal conjunto, o que teve
consequéncias imediatas para o problema de Kakeya.

Teorema 2. (Besicovitch). Dado qualquer ¢ > 0, existe um
conjunto de Kakeya planar de drea inferior a €.

Dado que é impossivel virar um segmento unitdrio den-
tro de um conjunto de drea zero, o teorema 2 implica que
ndo existe um conjunto de Kakeya de drea minima.

A construcdo de Besicovitch foi mais tarde modifica-
da e simplificada por O. Perron [29] e I. J. Schoenberg [30],
mas todas as variages partem essencialmente de duas
ideias fundamentais.

Primeira ideia: Um tridngulo equildtero de altura 1 con-
tém um segmento de reta unitdrio que aponta em cada
uma das dire¢des possiveis num arco de 60 graus. Pode-
mos dividir o tridngulo em duas regiGes, e deslizar uma
delas por forma a garantir uma sobreposicdo considerédvel
na nova figura, mas de tal modo que as dire¢oes abrangi-
das permanecam as mesmas; cf. figura 1.

Figura 1. Deslizar, mantendo as dire¢des
mas reduzindo a drea.

Segunda ideia: Iterar a primeira ideia, notando que as
dire¢Ges abrangidas se mantém inalteradas; cf. figura 2.

Para implementar as duas ideias, partimos de um tri-
dngulo mde e produzimos uma nova figura com um coragdo
(escurecido, na figura 1) e dois bragos. Seja 6 o quociente
entre o deslocamento e o comprimento da base do trian-
gulo mée. Se A denotar a drea do tridngulo mée, entdo por
semelhanga de tridngulos temos que

area(coracio) = (1 —6)2A, e area(bragos) = 26%A.

Repetindo o procedimento, a drea da figura resultante
ap0s n passos é, no maximo, igual a soma das dreas dos
bragos em cada um dos 7 passos acrescida da drea do co-
ragdo no ultimo passo, ou seja,

(252 +262(1— 02 +...4+26%(1 — 621 4 (1 — 5)2") A,

o que pode ser majorado por A vezes

2% g a2k eon 262 ey

25 k;)(l O+ (1-9) _—1_(1_5)2+(1 J)
_ 20 _ 5\2n
RPETARSECE

Podemos tornar esta tiltima quantidade arbitrariamente peque-
na. De facto, se ¢ > (0 é um ndmero mintsculo, escolha-se
§ > 0 suficientemente pequeno tal que % < 5, ou seja,
garantindo que os deslocamentos sdo suficientemente pe-
quenos em relagdo ao comprimento da base do tridngulo
mae. De seguida, escolhe-se 7 suficientemente grande por
forma a garantir que (1 — 6)*" < §. Assim, a drea da figu-
ra resultante apds n passos é menor do que ¢, aquele nd-
mero mintsculo do qual partimos. Nas palavras de E. M.
Stein [31, Ch. X §1], acabamos de construir um "monstro
com muitos bragos e um coragdo diminuto".

Para concluir o esbogo da prova do teorema 2, con-
vém elucidar dois detalhes finais. Em primeiro lugar, ndo
é claro que um segmento unitdrio possa ser virado den-

NN/

Figura 2. Figura resultante apds
trés, quatro e cinco passos.
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tro do monstro que acabdmos de construir. Isso decorre
de um argumento geométrico de J. P4l (0 mesmo que re-
solveu o problema de Kakeya para conjuntos convexos)
que garante ser possivel transladar um segmento unitario
para uma posicao paralela no plano varrendo uma drea ar-
bitrariamente pequena; cf. [33, fig 1]. Em segundo lugar, o
triangulo equilatero de que partimos s6 contém segmen-
tos unitdrios nas dire¢des descritas por um angulo de 60
graus, mas tomando a unido disjunta de trés cépias roda-
das consegue-se abranger todas as dire¢des pretendidas.

E o que tem isto a ver com Borsuk-Ulam? E com ondas?

3. ONDAS

Desde o trabalho visiondrio? de J. Fourier [11] que se sabe
que qualquer fungdo diferencidvel f : [0, 7] — R tal que
£(0) =0 = f(7r) pode ser escrita com uma soma de "har-
monicos",

f(x) =) aysen(nx), 1)

onde os ntimeros a, sdo os coeficientes de Fourier de f, da-
dos pelos integrais

a, = %/Onf(x) sen(nx)dx. )

Isto pode parecer uma tarefa impossivel neste grau de
generalidade, mas convém realcar que a soma (1) pode-
rd conter um ntimero infinito de termos. Nos tempos idos
de Fourier, ainda ndo havia uma base matemaética sélida
para lidar com somas infinitas desse género. Adotando
uma perspetiva mais moderna, podemos escolher um in-
teiro N suficientemente grande e somar apenas os termos
a, sen(nx) de (1) correspondentes a n < N, ou seja, consi-
derar as somas parciais YN | a, sen(nx). A medida que N
aumenta, a soma parcial torna-se uma aproximagao cada
vez mais fidedigna da funcao original f desde que esta seja
diferenciavel. Caso contrdrio, a aproximagdo pode ainda
valer desde que a funcgdo f seja razoavelmente bem-com-
portada. Ideias como esta estiveram na génese da andlise
de Fourier, que inclui ligacdes variadas a fisica, a engenha-
ria eletrotécnica e ao processamento de sinal. Apesar de
algumas questdes subtis ainda ndo estarem completa-
mente esclarecidas, a andlise de Fourier unidimensional
é hoje em dia bem compreendida; cf. [9, 32].

Somas como (1) sdo uteis para analisar fung¢des defi-
nidas no intervalo [0, 7] ou, equivalentemente, fung¢des
impares 27-periddicas definidas na reta real, isto &, tais
que f(x+2m) = f(x) para todo o x € R. Fung¢des ndo pe-

riédicas definidas em R também podem ser estudadas
com métodos de andlise de Fourier. Por exemplo, uma tal
funcdo ¢ : R — R pode ser escrita como

g(x) = [g h(s)e=™*ds @)
onde, para cada s € R, o nimero }(s) é dado por

h(s) = 5 [r g(x)e™dx.
A fungdo & é a transformada de Fourier de g, e os valores de
I correspondem aos coeficientes de Fourier (2). Por ana-
logia as somas parciais, podemos considerar os integrais
parciais

N X
Sng(x) = / h(s)e™"**ds, @
-N
e indagar se a fungdo Syg constitui uma boa aproxima-
¢do para g desde que N seja suficientemente grande. Um
modo de responder a esta questao é verificando se o erro

/. lg() — sng()dx ®)

diminui & medida que N aumenta, para algum ndmero
real p > 1. Se a fungdo g for suficientemente bem-com-
portada, entdo de facto o integral (4) aproxima g cada vez
melhor, no sentido em que o erro (5) converge para zero a
medida que N tende para infinito.

E o que acontece em dimensdes mais elevadas? Se
¢:R?> = R for uma funcdo de duas varidveis, entdo o
andlogo de (3) seria

_ [ —i(xs+yt)
gGxw) = [ s et ds ar

onde, para cada par (s,t) € R? o ntimero h(s,t) é dado
por

1/ ,
h(s,t) = a2 /]RZ g(x, v)e! ¥ dx dy.

Uma vez mais, poderfamos esperar que, a medida que N
aumenta, integrais parciais como

SD _ N N h ¢ —i(xs-‘rj/t)d dt
Ng(%,y) )N (s,t)e sdt, ou

Syg(xy) = ﬂ h(s, t)e "5ty ds dt
By

2Que no ano passado comemorou o seu 200.° aniversdrio - os festejos
incluiram uma conferéncia internacional de dez dias em Edimburgo, na
Escdcia.
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onde By = {(s,t) € R?:s?> +1?> < N?}, fossem boas
aproximagdes para g(x,y). Na funcéo S{g(x,y) aparece
um quadrado () correspondente a regido de integragéo
{(s,t) € R?: —N < 5,t < N}; por outro lado, na fungdo
S318(x,y) aparece um circulo (o) correspondente a fron-
teira do disco By.

Acontece que S%g é, de facto, uma boa apro-
ximagdo para g, no sentido
JJrz 18(x,y) — SNg(x,y)|Pdx dy converge para zero a me-
dida que N tende para infinito, para todo o p > 1. Espera-

em que O erro

va-se que 0 mesmo acontecesse com S3¢. No entanto, em
1971, C. Fefferman [10] surpreendeu tudo e todos ao de-
monstrar que, para determinadas fungdes g, a aproxima-
¢do Sy, ¢ pode comportar-se de modo muito diferente de
Sg, e como tal de g. A fungdo g construida por Fefferman
estd intimamente relacionada com o problema de Kakeya
descrito no capitulo anterior. Considere-se um conjun-
to de Kakeya planar K C RR? com 4rea muito pequena,
e defina-se g como a funcédo caracteristica de K; isto é,
g(x,y) =1se(x,y) € Ke g(x,y) = 0se (x,y) ¢ K. A fun-
¢do g descreve um conjunto de drea pequena mas que
contém um segmento unitdrio em cada dire¢do possivel,
enquanto 53¢ descreve um conjunto muito diferente do
anterior: a operagdo S§; translada cada um dos segmentos
de tal forma que deixam de se sobrepor; cf. figura 3. Por
esse motivo, as fungdes g e S8 nao sdo nada parecidas e,
para todo o p #2, o erro [[po|g(x,y) — S} g(x,y)|Pdxdy
ndo diminui a medida que N aumenta. Esta descoberta
revoluciondria interligou o mundo geométrico dos con-
juntos de Kakeya e o mundo analitico de Fourier, e criou
uma nova drea da andlise harménica [31] que procura ex-
plorar estas ligagdes.

Decorre do teorema 2 que existem subconjuntos de

UG W UG

Figura 3. Antes e depois da aplicacdo de S5, que translada cada
retangulo na direcdo do seu eixo principal por forma a eliminar
a sobreposi¢do inicial.
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RY de volume zero que contém um segmento unitdrio em
cada direcdo possivel. Uma questdo mais refinada é a de
determinar exatamente a dimensdo de Hausdorff* desses
conjuntos.

Conjetura 1. A dimensdo de Hausdorff de um conjunto
de Kakeya em R? éigualad.

A conjetura 1 foi resolvida em R? por R. O. Davies [8] em
1971, mas permanece um problema em aberto em todas as
dimensdes superiores. Apesar disso, houve um progresso
notdvel — parcialmente responsavel pelas medalhas Fiel-
ds atribuidas a C. Fefferman (1978), J. Bourgain (1994) e T.
Tao (2006) — que tem servido de grande inspiragdo para
o desenvolvimento da andlise harmoénica nas ultimas
décadas. Por exemplo, uma versdo multilinear da conje-
tura de Kakeya foi demonstrada em 2006 por J. Bennett,
A. Carbery e T. Tao [1], tendo um importante caso-limite
sido depois elucidado por L. Guth [13]. As provas eram
longas, técnicas e de dificil digestdo, usando ferramentas
sofisticadas de topologia algébrica. Em 2013, A. Carbery e
S. Valdimarsson [7] descobriram uma prova alternativa do
teorema multilinear de Kakeya que se baseia apenas em
Borsuk-Ulam — o teorema 1 que descrevemos na introdu-
¢do, e que fard uma ultima aparigdo magica no préximo
capitulo.

4. MAGIA

Quando pensamos em ilusionismo, a primeira coisa que
nos vem a cabeca é... andlise harménica? Talvez ndo. Mas
a verdade é que o mundo da matemadtica e a arte da ilusédo
se tocam de tempos a tempos. Quem nunca foi aborrecido
de morte numa festa de aniversario de um primo com um
truque de cartas matemético que levante a mao. Pois. Foi
0 que pensdmos. E esta proximidade do ilusionismo a ma-
temdtica ndo é recente. O primeiro texto conhecido com
a descrigdo de truques mdgicos com niimeros é um ma-
nuscrito em latim, intitulado De Arithmeticis Propositioni-
bus, atribuido a Alcuino de Iorque e escrito no século VIII
[19]. Em livro impresso temos os primeiros truques mate-
maticos na obra De Arithmetica, de Filippo Calandri, que
saiu de uma tipografia florentina em 1491, e em Portugal o
primeiro a descrever truques de ilusionismo (matematico,
claro estd) foi Gaspar Nicolas, no célebre Tratado da Pratica
Darismetica, de 1519 [17]. Truques de cartas, no nosso parfs,
surgem primeiramente no Thesouro de Prudentes, de Gas-
par Cardoso de Sequeira, em 1612 [20]. E é precisamente
com dois truques de cartas que damos inicio a este espeté-
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culo, perddo, dltima secgdo do artigo. Mas ndo sdo truques
de cartas quaisquer: um deles até ja foi apelidado de “o
melhor truque de cartas do mundo” [21].

O baralho de cartas que usamos para estes truques é
o baralho habitualmente usado nos paises luséfonos, com
52 cartas, distribuidas por quatro naipes: copas (¥), espa-
das (#), ouros (4), paus (#). Cada naipe tem 13 cartas, sendo
estas um ds (representado pela letra A), todos os ntimeros
inteiros de 2 a 10, e trés figuras: o valete, representado pela
letra J (jack), a dama, representada pela letra Q ( gueen) e o
rei, com a letra K (king).

» Truque 1. "Fitch Cheney’s five card trick" [16, 21]
Efeito. O ilusionista pede a um espetador que retire
livremente cinco cartas do baralho. De seguida, é pe-
dido ao espetador para fazer um telefonema para o as-
sistente do ilusionista revelando-lhe quatro das cinco
cartas escolhidas. Suponhamos que as cartas revela-
das sdo o 74, seguido da QV, do 8% e do 34. O assis-
tente do ilusionista, utilizando o seu apurado sentido
de percecdo extrassensorial, consegue dizer qual é a
carta que estd em falta: "Senhoras e senhores, a carta

mistério é o Ka!"

» Truque 2. "El juego del teléfono" [12]
Efeito. O ilusionista pede a um espetador que escolha
livremente uma carta qualquer do baralho. De segui-
da, é feito um telefonema para o assistente do ilusio-
nista que, recorrendo aos seus surpreendentes dotes
de médium, consegue adivinhar a distancia qual foi a
carta escolhida pelo espetador.

4.1. A estratégia
Comecemos pelo truque 1.4 A primeira reagao serd segu-
ramente de espanto e incredulidade. Queixo caido. Res-
pirar fundo, 1, 2, 3. Recuperados do choque inicial, va-
mos a explicagdo. E bom lembrar que o ilusionista tem
a liberdade para fazer vdrias escolhas antes de instruir
o espetador a fazer o telefonema: qual das cartas omitir
(a "carta mistério"), quais das cartas mostrar, e por que
ordem fazé-lo. Antes do telefonema, o ilusionista terd
entdo de despreocupadamente olhar para as cinco cartas
escolhidas, ordend-las num modo especifico e instruir o
espetador para que revele pelo telefone quatro das cinco
cartas nessa mesma ordem.

Com cinco cartas escolhidas, hd pelo menos duas do
mesmo naipe, e esse é um bom ponto de partida para
o c6digo usado neste truque: o naipe da carta revelada

em primeiro lugar devera coincidir com o naipe da carta
mistério. Falta "apenas" codificar o valor dessa carta nas
trés cartas restantes. Hd 12 possibilidades (dentre as 13
iniciais, excluindo o valor da primeira carta) mas, permu-
tando as trés cartas restantes, o ilusionista pode transmi-
tir apenas 3! =3 x 2 x 1 = 6 bits de informagdo. Parece
que chegdmos a um beco sem saida, mas é aqui que as
coisas se tornam interessantes. De facto, hd uma decisdo
importante que o ilusionista pode e deve tomar: dentre as
duas cartas do mesmo naipe, qual serd considerada a car-
ta mistério e qual deverd ser revelada em primeiro lugar?

Definindo valores numéricos para as cartas de figu-
ras, (A,],Q,K) = (1,11,12,13), considere-se o conjunto
S$:=1{1,2,3,...,12,13} de cartas de um naipe fixado mu-
nido de aritmética modular. Isto faz com que, dados dois
quaisquer elementos x, y de S, seja sempre possivel tran-
sitar de x para y ou de y para x em ndo mais do que seis
passos. Por exemplo, se x = 3 e y = 11, entdo o trajeto de
x para y requer y — x = 11 — 3 = 8 passos, mas aquele de
y para x requer apenasx —y =3 — 11 = —8 = 5 (mod 13)
passos, onde a tiltima identidade, "—8 = 5", vale somente
no exético mundo da aritmética médulo 13.

A estratégia pode entdo ser resumida em trés passos:

(i) Escolher a primeira carta a ser revelada pelo telefone
garantindo que:
(a) Tem o0 mesmo naipe da carta mistério;
(b) Acrescentando (médulo 13) um ntimero de 1 a 6
ao seu valor, se obtém o valor da carta mistério;

(ii) Ordenar a segunda, a terceira e a quarta cartas por
forma a transmitir o valor de 1 a 6 do ponto (i)(b);
pode-se, por exemplo, ordenar todo o baralho nu-
mericamente com desempate através dos naipes® e,
dadas trés cartas a < b < ¢, assegurar a correspon-
déncia (abc, acb, bac, bea, cab, cba) = (1,2,3,4,5,6);

(iii) Fazer uma vénia em resposta a ovagdo retumbante.

No caso acima descrito em que as cartas reveladas sdo o
74, seguido da QY, do 8% e do 34, sabemos por (i)(a) 0 nai-

3 A dimensio de Hausdorff é uma medida da "rugosidade" ou, mais preci-
samente, da dimensao fractal, introduzida por F. Hausdorff em 1917. Para
a defini¢do rigorosa, consulte-se [25].

4 A nossa apresentagdo € largamente inspirada no artigo [217; por vezes,
acrescentamos alguns detalhes.
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pe da carta mistério: 4. Por outro lado, 3 <8 <12 = Q,
pelo que por (ii) devemos acrescentar cba = 6 unidades
ao valor da primeira carta. Como 7 4+ 6 = 13 = K, temos
entdo por (i)(b) que a carta mistério é de facto o Ka. Voila!
Nao esquecer o passo (iii).

4.2. Analise preliminar

O truque 1 pressupde uma mao de cinco cartas escolhi-
das de entre 52 possibilidades. Desta forma, ha um total
de 52 x 51 x 50 x 49 mensagens que o ilusionista pode
transmitir, e (552) =52 x 51 x50 x 49 x 48/5! mdos que
o assistente pode descodificar. O nimero de mensagens
é assim 5!/48 = 2.5 vezes superior ao nimero de méaos,
e de facto esta redundancia manifesta-se na estratégia
delineada na sec¢do anterior: hd algumas méos que sdo
codificadas por mais do que uma mensagem (por ex.,
qualquer mao com trés ou mais cartas do mesmo nai-
pe) e algumas mensagens que nunca siao usadas (por ex.,
qualquer mensagem que contém a carta codificada por
ela prépria).

4.3. A generalizacdo

Uma generalizagdo natural do truque 1 consiste em sele-
cionar uma méo de n cartas dentre N possiveis escolhas.
Desta forma, ha N(N—-1)(N-=2)...(N —n+2) mensa-
gens que o ilusionista pode transmitir, e (I;II) maos que
podem ser decifradas. Se houver estritamente mais maos
do que mensagens, ndo hd salvagdo (isto é, estratégia)
possivel. Por outras palavras, uma condigdo necessdria
para a existéncia duma estratégia vdlida é que a desi-
gualdade (%) < N(N—1)(N —2)...(N —n+2) valha,
ou seja, que

N<nl4+n-1 6)

Surpreendentemente, e como veremos na préxima sec-
¢do, a condicdo (6) também é suficiente para a existéncia
duma estratégia vencedora. Isto ndo é nada ébvio: hd
pelo menos tantas mensagens como méos, mas nao ¢é de
todo claro que se possa emparelhar as méos e as mensa-
gens por forma a que cada méo seja codificada por uma
mensagem que use apenas as n cartas dispontveis. Em parti-
cular, o truque 1 também funcionaria se as cinco cartas
fossem escolhidas de um baralho com 5! +5—1 =124

cartas.

4.4. A matematica que tudo explica: Konig, Birkhoff,
Von Neumann, Hall
Um vetor diz-se estocdstico se cada uma das suas compo-

nentes for ndo negativa e a soma de todas elas for igual
a 1. Uma matriz diz-se duplamente estocdstica se cada uma
das suas linhas e colunas for um vetor estocdstico. Uma
matriz de permutacdo ¢ uma matriz quadrada com entra-
dasem {0, 1} e exatamente um 1 em cada linha e em cada
coluna. A matriz identidade é uma matriz de permuta-
¢do e, de facto, qualquer matriz de permutagdo é obtida
rearranjando as linhas ou colunas da matriz identidade.
Dadas duas matrizes de permutacdo A e B, qualquer
combinagdo convexa 0A + (1 —6)B (onde 0 < 6 < 1) é du-
plamente estocdstica. O reciproco, menos 6bvio, tam-
bém vale; é o contetido de um resultado de D. Konig
[22] de 1936, normalmente atribuido aos trabalhos de G.
Birkhoff [3] e de J. von Neumann [35] de 1946 e 1953, res-
petivamente.

Teorema 3. (Konig-Birkhoff-Von Neumann) Qualquer
matriz duplamente estocdstica é combinagdo convexa de
matrizes de permutagao.

A prova mais conhecida do teorema 3 é por indugéo, re-
movendo uma fra¢do apropriada de uma matriz de per-
mutagdo P da matriz duplamente estocastica dada. H4
vdrios métodos diretos para determinar a matriz P, mas
em vez disso vamos considerar a seguinte versao discre-
ta do teorema 3, que lhe é equivalente.

Teorema 4. (Konig-Birkhoff-Von Neumann v2). Qual-
quer matriz com entradas inteiras ndo-negativas e soma
constante de linhas e colunas pode ser escrita como uma
soma de matrizes de permutagéo.

A titulo de exemplo, apresentamos a decomposigdo
do seguinte quadrado mdgico (em que a diagonal e a anti-
diagonal principais também tém soma igual a 15) prome-
tida pelo teorema 4:

49 2 010 100

35 7[=7(00 1/+4[0 1 0]+

8 1 6 1 0 0] 00 1
0 1 0] [oo 1] oo 1
+2]1 0 0[+1]0 1 0|+ |1 0 0
001 [too [010

Para provar o teorema 4 por indugdo na soma constante
basta mostrar que cada matriz que satisfaz as hipoteses
do teorema é (componente a componente) maior do que
alguma matriz de permutagdo ou igual. Por seu turno,
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isso decorre do teorema do casamento de Hall, provado por
P. Hall [14] em 1935, que apresentamos de forma ligeira-

mente informal mas sugestiva.

Teorema 5. (Hall) Sejam dados dois conjuntos de 7 pes-
soas, M (mulheres) e H (homens). Para cadal <k <n,
seja Hy € H o conjunto de homens com os quais a k-ési-
ma mulher consideraria casar-se. Entdo existe um casa-

mento universal que deixa todos® felizes se e 56 se

# U Hy > #K, para todo K C M, (7)
kek
ou seja, para cada K C M, o nimero de homens com os
quais pelo menos uma mulher de KC se casaria é pelo me-
nos igual ao nimero de mulheres em K.

A condigdo (7) é claramente necessdria para a existéncia
de um casamento universal: se ndo for satisfeita por al-
gum K C M, entdo ndo hd homens que Cheguem para as
mulheres de K. O teorema 5 garante que a condigéo (7)
também é suficiente.

O teorema 4 (e por conseguinte o teorema 3) decorre
imediatamente do teorema 5 se pensarmos que podemos
"casar" uma linha com uma coluna sempre que a sua
entrada comum seja diferente de zero. A condicdo de as
somas de linhas e colunas serem constantes garante que
quaisquer k colunas tém pelo menos k linhas que consi-
deram elegiveis. E um casamento universal corresponde
a matriz de permutagdo prometida pelo teorema 4.

Das vdrias provas conhecidas do teorema 5, a mais
elegante é topolégica e baseia-se no teorema de Borsuk-
-Ulam [15, §4] — o mesmo resultado que, como vimos,
garante a existéncia de um par de pontos antipodas exa-
tamente a mesma temperatura e a mesma pressao, e que
foi recentemente utilizado para reprovar o caso-limite do
teorema multilinear de Kakeya.

E como é que isto se relaciona com a generalizagdo do
truque 1 que descrevemos na secgdo anterior? Considere-
-se amatriz A = (a;;) de Os e 1s com linhas indexadas pe-
las (Tr\l’) mdéos e colunas indexadas pelas N!/(N —n + 1)!
mensagens, onde ajj = 1 se e sO se todas as cartas utili-
zadas na j-ésima mensagem aparecerem na i-ésima mao.
Se vale a igualdade em (6), isto é, N = n! +n — 1, entdo
a matriz A é quadrada e tem exatamente n! 1s em cada
linha e em cada coluna. Concluimos que algum subcon-
junto destes 1s forma uma matriz de permutagdo. Mas
isto é precisamente uma estratégia para o ilusionista e o
seu assistente — uma bije¢do entre maos e mensagens que

pode ser utilizada para os representar. De facto, e pelo
que acabamos de dizer, ndo héd apenas uma estratégia,
mas pelo menos n! estratégias distintas, cada uma cor-
respondente a uma matriz de permutagdo distinta.

4.5. Duas notas finais

» O argumento da secgdo anterior que generaliza
o truque 1 é ndo construtivo. Para o tornar construtivo,
veja-se a tltima seccdo de [21].

» E o truque 2, esquecido desde o principio desta sec-
¢do? Tratar-se-d de pura telepatia? Dificilmente. Mas se
ndo hd mais cartas envolvidas, ndo pode haver transmis-
sdo de mensagem em c6digo, certo? Errado. Quem telefo-
na para o assistente, neste caso, é o ilusionista, que sabe
qual foi a carta escolhida. Ao telefonar para o seu assis-
tente, o que o publico ouve é algo como "Ol4, Diogo! Vou
por em alta voz". Parece uma inocente troca de palavras,
mas na realidade esconde o segredo, no timing do que é
dito. Do outro lado da linha, assim que atende a chamada
o assistente comega a dizer todos os valores das cartas,
deixando passar um breve instante entre cada um (és, 2,
3,4,5,6,7, 89 10, valete, dama, rei). Assim que ouve o
valor da carta escolhida, o ilusionista diz: “Old Diogo!”.
O assistente comega entdo a enumerar os varios naipes
(copas, espadas, ouros, paus). Assim que ouve o naipe da
carta escolhida, o ilusionista diz: “Vou p6r em alta voz”.
O assistente neste momento ja sabe qual foi a carta es-
colhida e resta-lhe reveld-la ao publico. Para acrescentar
dramatismo a revelagdo, o assistente deverd aproximar-se
passo a passo, com muita "intui¢do" e uma aura de mis-
tério, da identidade da carta escolhida. Supondo tratar-se
novamente do K&, o didlogo poderia ser algo do género:
“Assegure-se de que todos os presentes viram a carta
durante pelo menos dois segundos... Desta forma, todos
terdo a imagem da carta em mente. Obrigado, é suficien-
te. Sinto que ndo se trata de uma carta vermelha, certo?
E uma carta negra... com uma certa agressividade... Pare-
ce ser uma carta de espadas, estou certo? E parece-me ser
uma carta com muito desenho, uma figura... Sinto uma
energia masculina na carta... mas ndo parece um valete...
Claro, é um rei. E o rei de espadas!”.

5 Os naipes podem ser ordenados alfabeticamente: ¥ < & < ¢ < &

dado que "copas", "espadas”, "ouros" e "paus" aparecem por essa ordem
no diciondrio.

¢ Assumimos, tal como na formulacdo original de Hall, que qualquer ho-
mem ficaria feliz em casar-se com qualquer mulher disposta a desposa-lo.
No comments.
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