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O método de Lill € um processo dindmico que permite visualizar os zeros
reais, se existem, de qualquer polindmio de grau positivo numa variavel
real. Com este método, podemos testar a existéncia desses zeros e analisar
como eles variam com os coeficientes do polinémio. O método tem ainda
a vantagem de ser facil de implementar em computador e de se adaptar a
uma abordagem interativa, como a que aqui se apresenta.

Consideremos uma equagdo polinomial na varidvel
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com coeficientes reais a,, - - - ,ag, sendo n um inteiro po- sl

sitivo e a,, # 0. A primeira etapa do método de Lill (cf. [2])
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um caminho no plano feito de segmentos de reta hori-

. . . . . ~ . -5 -4
zontais e verticais, cujos comprimentos sao determina-

dos pelos coeficientes de f. Mais precisamente, comega-
mos por tragar um segmento de reta &, horizontal, de |
comprimento |a,|, com inicio no ponto O = (0,0) do pla- |

no cartesiano, dirigido para a direita se g, > 0 e para a

esquerda se a, < 0. Designemos por P, o ponto final de

ay. Se ay,—1 # 0, tragamos outro segmento de reta a,_1,
com inicio em P, mas desta vez vertical, medindo |a,,_1],
edirigido para cimase a,,_1 > 0 e parabaixose a,_1 < 0.
Denotemos por P,_1 o ponto final de &,_1. Se a,,_1 =0, i

este segmento «,_; reduz-se ao ponto P,. Verifique-se
na figura 1 estas duas etapas para os polindmios 2x + 1,
x—2ex.

Sen >2ea,_o #0, prosseguimos com a construgao
anterior tracando outro segmento horizontal, digamos Figura 1.
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&y, justaposto ao ponto final do dltimo segmento traga-

® 4 3 2 A I
i \ do e medindo |a,_2|. A direg¢do deste novo segmento de-

-1 6 . .
pende, como anteriormente, do sinal de a,_p: para a es-

=

querda se a,_p > 0, para a direita se a,_» < 0. Em geral,
as dire¢des dos segmentos cumprem a seguinte regra: a

ha

curva a que se vai desenhando, feita de segmentos de

T~ 4 s reta justapostos, orienta-se no sentido contrdrio ao dos

ponteiros do relégio se os coeficientes sdo todos positi-

vos, e no sentido horério caso os coeficientes sejam todos
negativos. Mais precisamente, se os coeficientes do poli-
némio de grau 1 sdo todos positivos, entdo os segmentos
correspondentes as parcelas no polinémio de grau n — k,
YT com k par, sdo horizontais, tendo sentidos alternados e
comecando para a direita; e os segmentos associados as
- parcelas no polinémio de grau n —k, com k impar, séo
verticais, também em sentidos alternados e comegando
= para cima. Se o polindmio tiver um coeficiente negati-
. vo, o sentido do segmento correspondente é o oposto ao
descrito; se o coeficiente for nulo, o segmento reduz-se a

um ponto. Na figura 2, esta construgdo esta feita para os

polinémios x? — 5x 4 6, x> — 5x e x* + 6.

-5 A construgdo desta representagdo plana do poliné-
mio f termina quando se esgotam os coeficientes do po-
lindmio, obtendo-se deste modo uma curva a formada
por £ segmentos de reta, sendo1 < £ < n+ 1, que come-
¢a em O e termina num ponto que designaremos por T.
A figura 3 mostra a curva a para os polinémios
Bx* + %+ 262 —5x+7, 3x* +2x2 —5x +7, 3x* —5x +7
e 3x* 2% + 7.

Uma vez tracada a curva «, construa-se uma outra

L
4

=8 =3 -2 =1

curva, digamos p, dependente da escolha inicial de um

I angulo 0:
' (@) O primeiro segmento de reta 8 de B comega em O,

tem inclinagdo relativamente ao eixo dos x's dada por

Figura 2.

o

Figura 3.
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6, e termina num ponto Q; da linha que passa em P,
com diregdo vertical.

(b) O segundo segmento de reta B, de f comega em
Q; e faz com B1 um angulo de 90°. Esta mudanca de
angulo na dire¢do do movimento de 1 exige uma es-
colha se a continuagéo 87 é feita do outro lado da linha
vertical ou do mesmo lado de fB1. Essa escolha é feita
de modo a assegurar que o segmento f, interseta a
linha horizontal determinada pelo coeficiente a,,_, do
polinémio f.

(¢) Prosseguimos com o processo descrito anterior-
mente, até se intersetar a reta que contém o dltimo
segmento da curva «.

Em geral, esse tltimo ponto da curva § difere do tltimo
ponto T da curva &. Coincide com ele se e s6 se o ntimero
xo = —tangente (6) for um zero real do polinémio. Ou seja,
a equagdo (1) tem uma solugdo real se e s6 se for possivel
unir O a T por uma curva f como definida anteriormente.’

Se uma tal curva f3 existir, as curvas a e 5 formam um
poligono L, possivelmente degenerado num segmento,
a que chamaremos poligono de Lill do polindmio f. E o que
acontece nos exemplos da figura 4, que se refere aos poli-
némios 2x + 1, x> — 2x +1,x2 — 2, x2 — 5x 4 6 e em que as
curvas a e f3 estdo tracadas a preto e magenta, respetiva-
mente. Note-se que sdo varias as possiveis curvas 8, para
diferentes angulos iniciais 6, caso a equagdo polinomial
tenha mais do que uma solugéo real.

A figura 5 contém informacdo andloga sobre os
polinémios -9, x3—2x2—-5x—-2, x¥¥-7x—6 e
x* = 5x3 +8x2 — 10x + 12,

Em [3], o leitor encontra uma aplicagdo interativa com
um cursor que permite, para cada polinémio, variar o 4n-
gulo 0, ver como a curva f se modifica e ainda procurar
as posigoes em que termina em T, isto é, procurar 0s zeros
reais do polinémio escolhido.

Para equagdes quadrdticas hd uma construgao geo-
métrica alternativa para testar a existéncia de solucdes
reais. Mais precisamente, a cada polindmio X2 4 bx +c
estd associada uma circunferéncia (dita de Carlyle) que
tem como didmetro o segmento AB, sendo A = (0,1) e
B = (—b,c); os zeros do polinémio sdo precisamente as
abcissas dos pontos de intersecdo desta circunferéncia

" Uma demonstracdo elementar desta afirmacdo pode ser lida em [1].

ni
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Figura 4.
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Figura 5.

com o eixo dos x's, se existem. Para provar esta afirmacao,
podemos supor que os pontos A e B sdo distintos, caso
contrdrio a circunferéncia é degenerada, ndo interseta o
eixo dos x's e o polinémio é x> + 1, que ndo tem zeros re-
ais. Sendo A # B, a circunferéncia de Carlyle correspon-
dente tem como equacdo cartesiana

x(x4b)+(y—1)(y—c) =0

e basta agora intersetd-la com a reta de equacdo y = 0.
As abcissas dos pontos de intersecdo sdo, portanto, as
solugdes da equagdo x(x +b) +¢ = 0. A figura 6 ilustra
a informacdo dada pela circunferéncia de Carlyle sobre
os zeros reais dos polinémios x? +2x +1, x> —5x + 6,
x2+2x +2 e x? + 1. Note-se que, para o pentiltimo po-
linémio, a circunferéncia de Carlyle existe mas néo in-
terseta o eixo o0s x's, enquanto para o tltimo polinémio a
circunferéncia reduz-se ao ponto (0, 1).

Com os médulos interativos produzidos pelo Atractor,
disponiveis em [3], podemos considerar um polinémio,
aplicar o método de Lill para verificar se tem zeros reais,

e ainda mudar os coeficientes do polinémio para analisar
como variam o0s zeros reais e os poligonos de Lill corres-
pondentes. E o que a figura 7 indica para a familia para-
metrizada de polinémios dada por f)(x) = x> —5x + A,
com A € {0,4,6,25/4}.

Esta componente interativa sobre o método de Lill no
portal do Atractor pode ainda ser usada para se respon-
der a algumas questdes sugeridas pelo método, que o lei-
tor é convidado a explorar. Por exemplo:

(I) Dado um polinémio f de grau maior ou igual a 2 e
um caminho B f que determina um zero real xg de f
através do método de Lill, entdo B € a curva poligo-
nal ag do polinémio ¢ = f/(x — xg) se devidamente
reposicionada (isto é, com a figura rodada de modo
a que o segmento inicial de B fique horizontal) e, de
seguida, reescalonada por uma homotetia. Esta pro-
priedade estd ilustrada na figura 8 para o polinémio
x3 —2x2 —5x +6.

A primeira imagem da figura 8 representa, em co-
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Figura 7.

res diferentes (magenta, laranja e castanho), trés
caminhos B que ligam O a T e tém declives ini-
ciais relativos ao primeiro traco preto (horizon-
tal) iguais a k=2, k=-1 e k= -3, respetiva-
mente. E, portanto, pelo que afirmdamos anterior-

mente, o polindmio tem trés zeros reais, -2, 1 e 3.

Na imagem do meio, obtida escolhendo k = 2, proce-
de-se a uma construgdo de curvas f andloga a ante-
rior, mas agora com declives iniciais relativamente ao
primeiro segmento magenta em vez de ao primeiro
segmento horizontal preto. Desse modo, encontra-
mos duas escolhas de declives que geram poligonos
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Figura 8.

ot

Figura 9.

de Lill, k = —1e k = —3, precisamente os dois valores
de k que ndo foram usados para passar da primeira
imagem para a segunda. De algum modo, é como se a
curva magenta representasse o polinémio do segun-
do grau que é quociente do inicial por x + 2 e pudés-
semos repetir a construgdo com essa nova curva para
obter os outros zeros reais do polinémio inicial; e,
portanto, é como se esta construgdo geométrica per-
mitisse visualizar a divisdo do polinémio inicial por
X + 2. Para facilitar a compreensdo desta iteragdo do
método, representamos na terceira imagem o resulta-
do de uma rotagdo que colocou na horizontal o pri-

meiro segmento magenta.

(I) As curvas a dos polinémios indicados na figura 9 sdo

todas fechadas, isto é, T = O. O que tém estes poliné-
mios em comum?

A resposta (sdo todos divisiveis por x2 + 1) é de algum
modo surpreendente, mas de facto este € um caso par-
ticular de um resultado geral: a curva poligonal « de
um polinémio f é fechada se e s6 se x2 + 1 divide f.

Pode ler-se uma prova desta propriedade em [1].

(IIT) A configuragdo das curvas a e 5 admite algumas ge-
neralizagdes. Por exemplo, podemos variar o angulo
de 90° entre os segmentos de reta a; que formam a
curva &; ou alterar o angulo de 90° com que os seg-
mentos da curva f se refletem na direcdo vertical ou
horizontal. Em [1], o leitor encontra informacao adi-
cional sobre estas abordagens mais gerais.
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