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Asabedoria popular sugere que nao
coloque todos 0s ovos no mesmo

cesto. Mas a Estatistica revela que o
problema de transporte esconde algumas
subtilezas. Afinal quem tem razao?

SABEDORIA POPULAR

A sabedoria popular recomenda que néo coloque todos os
ovos no mesmo cesto. A ideia parece simples: se colocar-
mos todos 0s 0vos no mesmo cesto e se o cesto cair, entdao
perdemos todos ovos;' mas se repartirmos os ovos por
cestos diferentes, e se cair um cesto, sé perdemos os ovos
desse cesto. Parece simples, mas néo se iluda pois este pro-
vérbio esconde algumas surpresas.

UM PROBLEMA DE TRANSPORTE, DUAS
ESTRATEGIAS

Consideremos o problema de transporte referido an-
teriormente.” Este consiste em transportar n ovos em
cestos entre dois locais e 0 nosso objetivo em seguida
serd comparar o retorno e o risco de duas estratégias de
transporte; o retorno deve ser entendido neste contex-
to como o niimero de ovos que se consegue transportar
em média. As estratégias que vamos comparar sdo as
seguintes:

» Estratégia C(oncentrada): colocamos todos os ovos no
mesmo cesto.

» Estratégia D(iversificada): repartimos os ovos por vé-
rios cestos; note que o nimero de ovos por cesto ndo
é necessariamente igual.

Suponhamos que a probabilidade de um cesto cair (p)
¢ a mesma para todos os cestos, independentemente da
estratégia.

O RETORNO E O MESMO PARA AS
ESTRATEGIAS CED

O primeiro ponto de destaque é que é possivel demons-
trar matematicamente o seguinte:

Resultado 1. As estratégias C e D permitem transportar
0 mesmo numero de ovos, em média.
Isto talvez possa parecer surpreendente a primeira vis-
ta. O que tal quer dizer é que, se repetissemos varias ve-
zes a experiéncia de transportar ovos entre dois locais,
entdo umas vezes ganhava a estratégia C outras vezes
a D mas ambas as estratégias permitiriam transportar
aproximadamente o mesmo nimero de ovos em média
(ou seja, np).

O RISCO E MENOR PARA A ESTRATEGIA D

A sabedoria popular recomenda que ndo se coloque to-
dos os ovos no mesmo cesto e, afinal, a Estatistica prova
que, em média, podemos transportar o mesmo niimero
de ovos em ambas as estratégias. Entdo, em que ficamos?
O segundo ponto de destaque apresentado em seguida
vai responder a esta questdo e clarifica que a Estatistica
e a sabedoria popular estdo completamente de acordo;
de facto, é possivel demonstrar matematicamente o se-

guinte:

Resultado 2. A estratégia D é "menos arriscada” que a
estratégia C (uma vez que apresenta uma menor varidncia).

MORAL DA HISTORIA

Da préxima vez que transportar ovos (isto é, investir),
ndo diga que ndo avisei. Ndo olhe s6 para os retornos! As
estratégias C e D tém o mesmo retorno esperado, mas a
estratégia C é mais arriscadal

DIVERSIFICAGAO DO RISCO
Como vimos anteriormente, este ditado ilustra cabal-
mente a diferencga entre retorno e risco. E resume tam-
bém na perfei¢do o principio da diversificagdo do risco,
o qual é célebre em Matemitica Financeira (Petters and
Dong, 2016, §3.2.3). No provérbio em discussdo, os ovos
sdo o objeto de interesse. Troquemos as palavras “ces-
to” por “aplicacdo financeira” e "ovos" por "dinheiro" e o
provérbio converte-se em: "N&o coloque todo o dinheiro
na mesma aplicagdo financeira."

Mas as estratégias que visam diversificar o risco vdo
muito além de recomendar que n&do se invista apenas

Para facilitar; vou supor ao longo desta nota que se um cesto cair, entdo
partem-se todos os ovos desse cesto.

Existem varios problemas matematicos relacionados com ideias de trans-

porte os quais sao fundamentais em aplicagdes tais como, por exemplo,

o problema do caixeiro vigjante (Winston, 2004, §9,6) ou o problema de
transporte étimo de Monge-Kantorovich (Villani, 2009; Santambrogio, 2015).
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numa sé aplicacdo financeira.” Por exemplo, um princi-
pio bésico de diversificagdo do risco é que se deve evitar
investir em dois ativos financeiros cujos precos sédo "cor-
relacionados”; a intuigdo é de que quando investimos em
dois ativos cujos pregos tendem a mover-se na mesma di-
recdo, entdo é como se apenas tivéssemos investido num
s6 ativo, ou seja, é quase como se estivéssemos a investir
numa tnica aplicagdo financeira.

DETALHES TECNICOS E DEMONSTRAGOES
Objetivo e hipoteses

Recordemos que o objetivo é transportar n ovos entre
dois pontos e suponhamos, para facilitar, que se um ces-
to cair, entdo partem-se todos os ovos desse cesto. Supo-
nhamos também que a probabilidade de um cesto nao
cair ao chéo (p) é a mesma para todos os cestos, em ambas
as estratégias, e que a queda de um cesto nado influencia
a possibilidade de queda de outro cesto (independéncia).

Numero de ovos que chegam ao destino final
O niimero de ovos que chegam ao destino final usando a estra-
tégia C é

C=nl, @

onde ] é uma varidvel Bernoulli(p) que vale "1" se o ces-
to ndo cair e "0" caso contrdrio. Conforme se pode ver
através da equacgdo (1), se o cesto néo cair, conseguimos
transportar até ao destino final C = n ovos; se cair, en-
tdo C = 0 e portanto, nesse caso, ndo chega nenhum ovo
ao destino final. Para a estratégia D, o transporte é feito
usando m cestos, com 1 < m < n. O niimero de ovos que
chegam ao destino final usando a estratégia D é

D = 2 ”iIil (2)

onde n; é o ndmero de ovos no i-ésimo cesto e [; uma
varidvel semelhante a anterior, ou seja, que vale "1"
quando o i-ésimo cesto ndo cai, e "0" caso contrdrio,
parai=1,...,m. O nimero total de ovos a transportar
é o mesmo independentemente da estratégia, ou seja,

_ym .
n=2.=1"
Demonstracoes
Tendo em conta as hipéteses referidas, demonstram-se

os resultados 1 e 2.

Demonstragio do resultado 1. Usando (1), o facto de que
I ~ Bernoulli(p) e propriedades elementares do valor es-
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perado, obtemos
E(C) =E(nl) =nE(l) =np.
De modo semelhante,

E(D)=E (Y. mli | =Y. mE(IL)=pY n=np.
() Lok

i=1

O

Demonstragio do resultado 2. Usando (1), o facto de que

I ~ Bernoulli(p) e propriedades elementares da varian-
cia, obtemos

var(C) = var(nl) = n?var(I) = n?p(1 — p). 3)
De modo semelhante,
var(D)= var(f nﬂ,-) = i var(n;I;)= i n?var(I;) = i n2p(1 - p).
i=1 i=1 i=1 i=1
@)

Da comparagdo das equagoes (3) e (4) resulta que

m 2
var(C) = (; n,-) p(l—p)> '

1

3

n2p(1 - p) = var(D),
1

sendo a desigualdade uma consequéncia do facto de que
(T 1) > Ky 2 se 3 2 0.
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Um dos modelos matemdticos mais afamados neste contexto é o mo-

delo média-variancia, o qual foi desenvolvido pelo economista financeiro Miguel de Carvalho é reader em Estatistica no Departamento de
Harry Markowitz (Markowitz, 1952), um dos laureados com o prémio No- Matemitica da Universidade de Edimburgo. Exerce neste momento a
bel da Economia em 990. Este modelo esteve na origem da fundacao fungdo de presidente da Sociedade Portuguesa de Estatistica (https://
da teoria moderna da gestdo de carteiras de investimento e, apesar de spestatistica.pt). As suas trajetdria e investigagio foram condecoradas
ter sido desenvolvido em meados do século XX, € ainda uma referéncia- com vérios prémios de prestigio internacional na drea da Estatistica
-chave na industria financeira. Para mais detalhes acerca deste modelo Matemtica (por ex: Lindley Prize - International Society for Bayesian
consultar, por exemplo, Rubinstein (2002) e Linton (2019,§1.6). Analysis) e é ainda editor associado de revistas cientificas lideres nessa
Para demonstrar  esta  desigualdade  basta notar que area, tais como The American Statistician e Annals of Applied Statistics.

X)) =214 ZW 1 XiXj = > i X!+ Zu/ XiXj 2 21 x{, sendo

o Ultimo passo vélido, dado que x; > 0 por hipdtese.
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