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Tendo como mote o trabalho [4], este
texto descreve o modelo epidemiol6gi-
co SIR (modificado) com a particularidade
de que o parametro que modela a taxa de
infegdo apresenta variagdes sazonais. Des-
creve-se, de uma forma acessivel, a dindmi-
ca do modelo e enuncia-se que, sob certas
condigdes, o fluxo associado pode exibir
caos. A existéncia de caos nestes modelos
tem consequéncias ligadas a impossibilida-
de de efetuar previsdes precisas do ntimero
de infetados pela doenga (ao longo do tem-
po). Os resultados analiticos obtidos sao
consistentes com a crenca empirica de que
sazonalidade intensa em modelos epide-
miolégicos induz maior erro nas previsoes.
No decorrer da exposicao, explicitar-se-d a
ideia geométrica da prova da existéncia de
caos na dindmica do modelo.

1. INTRODUCAO

A emergéncia de modelos mateméticos associados a epi-
demiologia trouxe uma importante contribui¢do para o
combate a uma vasta gama de doengas como a SIDA, a
tuberculose, a hepatite e, mais recentemente, a COVID-19
[5]. Vdrios modelos tém sido generalizados de diversas
formas para decidir sobre medidas preventivas para con-
ter a proliferacdo de doengas infecciosas.

O modelo SIR [8] é um dos modelos compartimentais
mais simples e muitas equagdes diferenciais em contex-
to epidémico advém desta forma bésica. Assenta na di-
visdo da populacdo em trés grupos de individuos (com-
partimentos): Suscetiveis (S), Infetados (I) e Recuperados (R),
sendo razoavelmente preditivo no dmbito de doencas
infecciosas transmitidas de humano para humano e em
que a recuperagéo confere resisténcia como o sarampo, a
parotidite e a rubéola [11]. Sob condicdes genéricas, sabe-
-se que o fluxo associado ao modelo SIR clédssico possui
um atrator global [7].

Embora o impacto da sazonalidade para modelar a
evolucdo de algumas doencas especificas possa ser ne-

gligenciado, noutros casos esse impacto é extremamente
importante e deve ser tido em conta no modelo. O estado
atual da pesquisa indica evidéncias empiricas da presenca
das forcas sazonais em modelos epidemiolégicos, incluin-
do factores que influenciam a dindmica da transmissao
da doenga ao longo do tempo, como o hordrio escolar ou
de trabalho das populag¢des sobre as quais recai o estudo,
mudangas climadticas e ambientais, decisdes politicas, en-
tre outros [3]. A gripe sazonal é um exemplo paradigmati-
co em que a sazonalidade desempenha um papel crucial
na dinamica pois hd periodos do ano em que a incidéncia
dessa gripe tem maior prevaléncia'.

Em modelos matematicos que incluem sazonalidade,
0s pardmetros sdo geralmente modulados através de fun-
¢Bes periddicas [6, 7], que, naturalmente, adicionam maior
complexidade aos modelos cldssicos.

1.1. Estado da Arte em Modelos Periodicamente
Perturbados

Em 2001, os autores de [7] analisaram um modelo SIR
sazonalmente forcado direcionado para a evolugdo do
sarampo e da rubéola e concluiram que a dindmica das
doengas em popula¢des submetidas a sazonalidade é mais
complexa. Em [2, 6] estuda-se a dindmica de vdrios tipos
de modelos aplicados a epidemiologia em que a taxa de
transmissdo de doencas é modulada através de uma fun-
¢éo periédica. Em 2017, os autores de [1] procuraram com-
preender as consequéncias da sazonalidade em modelos
epidemioldgicos e mostraram, analiticamente, a existén-
cia de caos (ferraduras) sob a existéncia de sazonalidade
na transmissdo da doenga, baixas taxas de natalidade e
mortalidade, e elevadas taxas de recuperacao.

1.2. Numero Basico de Reproducio

O niimero bdsico de reprodugdo, denotado por R, pode ser
visto como um pardmetro destinado a quantificar a pro-
pagacao da doenga, estimando o niimero médio de infe¢des
secunddrias numa populagdo completamente suscetivel.
A constante R tem sido amplamente utilizada como uma
medida para estimar a eficdcia das medidas de controlo
sanitario e para conduzir a politica de gestdo de doengas.
Estatisticamente, admitindo que os pardmetros do mode-
lo sdo constantes, se Ry < 1entdo a propagacdo da doen-
¢a diminui e é eliminada, enquanto que se Ry > 1 entdo

1 Sugere-se a consulta da figura 10 de https://www.insa.min-saude.pt/wp-
-content/uploads/2022/05/520_2022.pdf para andlise dos periodos com
maior incidéncia de gripe sazonal (Fonte: Direccao.Geral ds Saude).
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a doenga persiste [9]. No entanto, em modelos em que os
pardmetros sdo varidveis, este juizo pode falhar: doengas
podem persistir com R < 1, como veremos ao longo do
presente texto.

O artigo [4] é uma investigagdo preliminar da intera-
¢do entre sazonalidade, dindmica deterministica e persis-
téncia de caos, fornecendo uma compreensdo matemaética
da dindmica de certos modelos epidemiol6gicos. Em [4]
exibe-se explicitamente um sistema dindmico multipara-
métrico inspirado no modelo SIR com Ry < 1 para o qual
a componente I ndo tende para 0. Prova-se analiticamente
que, sob perturbagdes periddicas com alta frequéncia na
taxa de infecdo (< alta sazonalidade), caos aparece per-
sistentemente no seu fluxo. Embora o modelo em analise
apresente limitacdes bioldgicas, a prova da persisténcia da
dindmica cadtica é relevante porque se preconiza alguma
precaugdo em previsdes epidemioldgicas na presenca de
sazonalidade.

Néo é objetivo do autor uma descricdo exaustiva do
modelo nem a apresentacgdo de defini¢des técnicas. Assu-
me-se que o leitor possui conhecimentos bdsicos de equa-
¢Oes diferenciais ordindrias. Para o leitor interessado nos
detalhes e provas, sugere-se a leitura de [4, 7], salientando-
-se a exposicdo primorosa da segunda referéncia. A de-
fini¢do de caos que serd usada ao longo do texto é a de
atrator estranho de [12, §2.3]: o fluxo apresenta um conjunto
invariante, fechado e limitado onde quase todas as drbitas apre-
sentam uma diregdo expansiva.

2. DINAMICA DO MODELO SIR MODIFICADO
Nesta seccdo, apresenta-se o modelo em consideracéo e os
principais resultados.

2.1. Modelo

O modelo SIR cléssico assume a divisdo da populagéo (hu-
mana) em trés classes de individuos [8] face a uma doenca
infecciosa:

P Suscetiveis (S): individuos que atualmente néo estdo
infetados mas que podem contrair a doenga;

» Infetados (I): individuos que estdo atualmente infe-
tados e que podem transmitir ativamente a doenga a um
individuo suscetivel, até a sua recuperagdo;

» Recuperados (R): individuos que atualmente néo po-
dem ser infetados nem podem infetar individuos susceti-
veis. Inclui individuos que tém imunidade definitiva por-
que recuperaram de uma infec¢do recente.

As letras S, I e R denotam o nidmero de individuos
de cada classe. Assume-se que os individuos suscetiveis
nunca estiveram em contacto com a doenga e que ficam
imunes a doenga quando recuperam. Inspirado em [8],
o sistema ndo linear de equagdes diferenciais ordindrias
(ODE) nas varidveis S, I e R que se vai considerar (depen-
dendo da varidvel tempo {) é dado pela seguinte familia
no parametro +:

$=S(A—S) =B, (1)IS

I:ﬁﬂﬂmgwy+®lfail @.1)
o
a+1 ’
onde
X(t) = (S, 1(t),R(t) € (Ry)?,
X = (LK) = ($£4%),
By(t) = Bo(1+7P(wt)).

O parametro v controla a deformagéo do gréfico B, relati-
vamente a fungdo constante igual a fo. A figura 1 ilustra a
interacdo entre as classes de individuos suscetiveis, infec-
ciosos e recuperados no modelo (2.1).

By ()18

S

Il

rl/(a+1)

R

-
S(A-8)

Let logistica

(;1 + d)f

l'u.R

Figura 1. Diagrama esquemadtico do modelo (2.1). As caixas representam compartimentos

e as setas indicam o fluxo entre os compartimentos.
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2.2. Interpretacdo dos Parametros

Os parametros de (2.1) sdo calculados estatisticamente e

podem ser interpretados da seguinte forma:

A: Limite de capacidade de Suscetiveis na auséncia
de doenga;

v Amplitude da varia¢do sazonal que oscila entre
Bo (1 +ymingepo 7] <I>(t)) > 0 (época baixa) e

Bo (1 + ymaxc(o 7 d>(t)> (época alta), para al-
gum T > 0 - ver figura 2;

Bo: Média da taxa de transmissdo da doenga na
auséncia de sazonalidade?;

®(wt): Efeitos da sazonalidade periédica ao longo do
tempo com frequéncia w > 0;

u: Taxa de mortalidade natural de infetados e re-
cuperados;

d: Taxa de mortalidade de individuos infetados
pela doenga;
r: Taxa de cura;

a: "Mede" os efeitos de um atraso na resposta ao
tratamento que é proporcional a saturagdo dos
servigos de satude.

A

- Epoca alta

Taxa de Infecédo

™ Epoca baixa

»
Tempao t

Figura 2. Representacdo grifica da taxa de infe¢do
By(t) com y > 0 (a vermelho).

2.3. Motivacao
O sistema (2.1) foi inspirado no modelo SIR cldssico [8],
com as seguintes adaptagdes:

(1) Na classe dos Suscetiveis considera-se o crescimento
logistico S(A — S) [10] ao invés de crescimento line-
ar ou exponencial;

(2) A taxa de transmissdo da doencga é dada por uma
fungao periddica ndo auténoma capaz de capturar

variagdes sazonais [7] em vez da funcdo constante
(modelo classico);

(3) A transicdo de Infectado para Recuperado é dada pela

rl
a+1’

clinicas que néo crescem linearmente com o ndmero

funcédo contemplando a limitagdo das condigées
de infetados [14]. O termo consagra ainda os efeitos
de atrasos na resposta ao tratamento.

2.4. Hipoteses
Daqui em diante vai-se admitir as condi¢des que se se-
guem, habituais em contextos epidemiolégicos periodica-
mente forcados:

(1) Os parametros de (2.1) sdo ndo negativos;
(2) Paratodo ot € ]Rar, tem-se que S(t) < A;

(3)ParaT>Oe'yZO,afungéoq):]R%IRéCl,T—pe—
riédica, e tem (pelo menos) dois pontos criticos ndo
degenerados.

O espago de fase associado a (2.1) é um subconjunto de
(Rg)? munido da métrica euclidiana, e o conjunto de pa-
rametros é dado por:

A= {(A,r,ﬁo,u,y,d) € (IRg)é}, v €106 and w € R,

onde ¢ > 0 é arbitrariamente pequeno. As duas primeiras
equacdes de (2.1), Sel, sdo independentes de R, razdo pela
qual se pode reduzir (2.1) a:

S=S(A-S)— By (1)IS
i=f) e
rl
a+1’
2.2

I=B,(t)IS— (u+d)—

com x = (S,I). Denote-se por fy(x) o campo de vetores
associado a (2.2) que estd bem definido em (Rj )%

2.5. Resultados

Tal como ja foi referido na secgdo 1.2, o escalar R pode
ser visto como o nimero médio de contactos geradores de
infecdo de um tnico individuo durante todo o periodo em
que permanece infectado. De acordo com [1, 9], para o mo-
delo (2.1), esse ntimero pode ser calculado explicitamente
do seguinte modo:

2Em §2.4 serdo enunciadas as propriedades analiticas sobre esta
funcao.
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PoA > 0.

lim wiT 2 (2.3)

Ro =
T—+o0

L[TARY
T Jo p+i

O resultado principal de [4] enuncia que existem parame-
tros em A tais que, se w for suficientemente grande, entdo
é "probabilisticamente facil" encontrar campos de vetores
da familia f, cuja dindmica exibe caos e onde é dificil efe-
tuar previsdes rigorosas acerca da evolugdo do ntimero de
infetados. Este fendmeno pode ter consequéncias a nivel
pandémico. Mais formalmente, tem-se:

Teorema A. [4] Existe um conjunto aberto e ndo vazio
de A, e w* > 0, para os quais o modelo (2.2) apresenta
Ro < 1 e tal que, se w > w*, entdo a seguinte desigual-
dade é valida:

liming [{7 €[0,¢] : f, exibe caos} | -
e—0T €

0, (2.4)

onde| - | denota o comprimento usual.

As implica¢des dindmicas do teorema A sdo natural-
mente induzidas para o sistema (2.1). O resultado é consis-
tente com a crenga empirica de que a sazonalidade intensa
induz caos [1, 6, 7].

3 IDEIA GEOMETRICA DA PROVA E IMPLICACOES
BIOLOGICAS

Nesta seccdo descreve-se a ideia geométrica da prova e as
implicagdes epidemioldgicas do Teorema A.

3.1. Considerac¢des acerca da Prova
A demonstragéo do teorema A em [4] assenta nas seguintes
ideias:

P Para y = 0, existe um conjunto aberto e ndo vazio de
A para o qual Ry < 1e o sistema (2.2) exibem uma solucgdo
periddica atratora, como sugerido pela figura 3;

P Para v > 0 e w = 0, o sistema ndo auténomo (2.2) é
equivalente a um sistema auténomo tridimensional exibin-
do um toro bidimensional invariante e atrator;

» A medida que w vai crescendo, o toro vai sendo des-
truido e, para w suficientemente grande, emergem atrato-
res cadticos observaveis numericamente ('rank-one attrac-
tors" na terminologia de [13]).

O método para encontrar atratores estranhos ndo pode
ser usado diretamente no modelo SIR cléssico [8]; é necessa-
rio incluir o crescimento logistico em (2.1) para definir um

conjunto aberto de pardmetros no qual ocorre uma bifur-
cagdo de Hopf. Produzindo um toro invariante no sistema
auténomo associado, a teoria associada a "Quebra de toro”
[12] pode ser aplicada e a abundancia de atratores estranhos

segue por [13]. A prova do teorema A é vélida para outros

sl
8l T
o f ‘,.v’ (—\ ™ S
| Le)N
- ".\ \ ) *.\ o
BN, ¢
N \
Y 4\
N ] «

Suscetiveis (3)

Figura 3. Esquema do diagrama de fase da equagdo (2.2). Os
pontos representam equilibrios. A curva fechada a azul deno-
ta uma solugdo periddica atratora.

modelos com perturbagdes periddicas cujo fluxo exiba uma
solugdo periddica atratora.

3.2. Implica¢Ges Biologicas

Em [4] procura-se entender as consequéncias da sazonali-
dade em modelos epidémiolégicos simples. Analisa-se um
sistema dindmico periodicamente forcado inspirado no
modelo SIR através da adigdo de um termo ndo auténomo
da forma

By () = Bo (1 + y®(wt)).

O modelo de [4] contempla a capacidade-limite da popula-
¢do [14] e uma taxa de tratamento saturada [9]. O termo ®
em f,(t) pode ser visto como uma fungéo periédica com
dois extremos globais (governando as esta¢des definidas
pelas condi¢des meteoroldgicas). O parametro w pode ser
interpretado como uma sazonalidade extra em relagdo a
funcdo P original. Este pardmetro w > 0 pode ser deter-
minado por motivos politicos, férias escolares e/ou confi-
namentos for¢ados.

Finaliza-se esta sec¢do com uma breve consideracgdo so-
bre o niimero R usado em modelos epidemiolégicos. O
modelo estudado em [4] apresenta caos e R < 1, eviden-
ciando que o niimero de infetados pode néo estar contro-
lado com Ry < 1. A definigdo de Ry nédo é uma grandeza
universal que se aplique a todas as configuragdes [9].

Se o escalar R for usado em trabalhos de investigagao,
ele deve ser acompanhado das premissas subjacentes ao
modelo e da evidéncia de que ele é realmente um critério
de controlo. Este facto deve servir de alerta para todos os
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que fazem cdlculos numéricos e que deduzem que a doencga
infecciosa desaparece meramente porque R < 1.

4. PROBLEMA EM ABERTO: A VACINAGCAO
A existéncia de caos (atratores estranhos) em modelos
epidemioldgicos pode ser vista como um fenémeno in-
desejavel associado a imprevisibilidade. Neste sentido, o
problema de converter caos em dindmica regular torna-se
particularmente relevante. No contexto do sistema (2.1),
evitar dindmicas cadticas pode ser operacionalizado pela
introdugdo de uma perturbagdo periédica que modela uma
estratégia de vacinagio sazonal, v(t). Simulagdes numéricas
mostram que uma diferenga de fase entre as duas fungoes
periddicas (taxa de infecdo B(t) e taxa de vacinagdo v(t))
podem desempenhar um papel importante no controlo do
caos. Tal controlo pode contribuir para otimizar a politica
de vacinacdo, garantindo que a proporcdo de individuos
Suscetiveis permanece abaixo de um determinado limiar.
Em [4], conjetura-se que se a frequéncia de v(f) for su-
ficientemente pr6xima da frequéncia de g, () e separada
por uma constante de fase, entdo a emergéncia de caos
ndo é possivel, estabilizando assim a dindmica do sistema.
A prova dessa conjetura é um trabalho em curso no tra-
balho de doutoramento de J. Carvalho (Universidade do
Porto).

O autor contou com o apoio do CMUP, Portugal (UIBD/
MAT/00144/2020), que é financiado pela Fundagio para a Ci-
éncia e a Tecnologia (FCT) com fundos estruturais nacionais e
europeus através dos programas FEDER, no dmbito do PT2020.
Também teve apoio do projeto CEECIND/01075/2020 do Estimu-
lo do Emprego Cientifico (Apoio Individual) financiado pola FCT.
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