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O TEOREMA DOS REARRANJOS DE RIEMANN

Se alterarmos a ordem pela qual somamos um qualquer conjunto finito de
numeros reais, a sua soma permanece a mesma. No entanto, a situagdo
pode alterar-se de forma inesperada se o conjunto de numeros for infinito.
Em alguns casos, a alteragdao da ordem pela qual somamos um conjunto
infinito de nimeros pode alterar a sua soma, ou até tornar a soma infinita.
Neste canto vamos analisar as somas infinitas que tém esta caracteristica

usando o Teorema dos Rearranjos de Riemann.

1. INTRODUCAO

A manipulagdo de somas infinitas de ntimeros reais, desig-
nadas por séries numéricas ou simplesmente séries, ¢ uma
drea que facilmente produz resultados inesperados e pou-
co intuitivos. Um exemplo que ilustra o perigo de estender
de forma ingénua as regras algébricas das somas finitas a

séries, é a soma

1-1+1-1+1-1---4+1—-1+--- @
Colocando parénteses entre cada par 1 — 1, podemos argu-
mentar que
a-H+Q-1)+---+1-1)+---=0.

No entanto, se deslocarmos os parénteses uma unidade
para a direita, obtemos

1+ (-1+D)+(-1+1)+ -+ (-1+1)+---=1.

Este exemplo foi usado no século XVIII pelo matematico e
padre Luigi Grandi como evidéncia da existéncia de Deus,
uma vez que "mostrava" que é possivel criar algo a partir
do nada.

[

A série (1) é um exemplo de uma série divergente,
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qual ndo faz sentido atribuir uma soma, uma vez que
medida que somamos mais termos a soma oscila entre 0
e 1. Ja a série

1 1 1 1 1 1
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é possivel atribuir uma soma. Por exemplo, se conside-
rarmos um quadrado de lado 1, podemos obter a sua drea
comegando por considerar apenas metade da sua drea; de
seguida, consideramos metade da drea que ainda nédo con-
siderdmos; repetimos o processo, considerando em cada
passo metade da drea que ainda néo considerdmos (veja-se
a Figura 1). Intuitivamente, é facil aceitar que
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Figura1.%+%+1§+4“=1.
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Uma série a qual é possivel atribuir uma soma chama-se
série convergente. Formalmente, a série

o]
Y an=a+ap+-Fag+--
n=1

converge se a sucessao das somas par-

ciais  (s1,52,83,...,54,...) for convergente, com
S =ay+ay+---+a para k> 1. Neste caso, dizemos

que o limite s = lim s, é a soma da série e escrevemos
n—oo

e

ay, = Ss.

n=1

Portanto, s ¢ a soma da série )" ; a, se a soma dos seus 1
primeiros termos estiver tdo proxima do ntimero s quanto
quisermos, desde que tomemos # suficientemente grande.

Também dizemos que a série diverge para +co se o
mesmo acontece com a sua sucessdo das somas parciais.

E facil verificar que a convergéncia da série ¥ g,, impli-
ca que nlgrolo ay = 0, uma vez que a, = s, — s,,_1. Ja o reci-
proco ndo se verifica, isto é, existem sucessoes (ay )conver-
gentes para (0 para as quais a série ) a, é divergente.

Voltando a série (2), e usando a férmula para a soma
dos n primeiros termos de uma sucessdo geométrica, te-
mos que a soma dos seus 1 primeiros termos pode ser es-

crita como
1n-ﬁ-l
11 +1_1*(7)
2 4 2n -1
Segue-se que
L
o T =

e, portanto, a série (2) é uma série convergente com soma 1.

Neste canto vamos analisar o que acontece a soma de
uma série convergente se alterarmos a ordem pela qual so-
mamos 0s seus termos.

2. CONVERGENCIA DE SERIES
Podemos distinguir dois tipos de séries convergentes. Se
a série Y |a,| for convergente, a série )" g, diz-se absoluta-
mente convergente. Por outro lado, uma série convergente
que ndo seja absolutamente convergente chama-se sim-
plesmente convergente.

E claro que uma série convergente de termos positivos
é absolutamente convergente e, portanto, a série (2) é abso-
lutamente convergente. J4 a série harmoénica alternada

o (_1)n+1 _ 1

= 23 4

é um exemplo de uma série simplesmente convergente. De
facto, é possivel mostrar que esta série é convergente com
soma In(2) (veja-se, por exemplo, [1] para uma prova sem
palavras desta identidade). No entanto, a série dos valores

absolutos
& | (1)t | 1 1 1
Y |—— =) -=1l+-+-+-+
= n = n 2 3 4

designada por série harmoénica é divergente. Uma das
provas mais antigas para este facto, atribuida ao matemad-
tico francés do século XIV Nicole Oresme [2], consiste em
considerar a subsucessdo (sy,54,5s, ..., S2n,...) da suces-
sdo das somas parciais (s, ),>1 da série harménica e notar
que agrupando convenientemente os termos, podemos

escrever
s=lpisiy 1.2
R R R X
EEPE I PN
272757\ \372) 2" \a"1) "2
ST S
2T T3 \56 7" 8
3 (1 11 1y 4
2 8 8 8 8/ 2
e, mais geralmente,
1 1 1 n+1
Szn—1+§+§+"‘+2—n> 5

Conclui-se assim que lim,_, son = 00 e, portanto, a suces-
sdo das somas parciais da série harmoénica é divergente.
Segue-se que a série harménica alternada é simplesmente
convergente com soma In(2):

1 1

L1
7 8

e
5 6

1 1
11’1(2):1* + 5 - Z
Uma série simplesmente convergente )" g, pode ser vista
como a soma de duas séries: a série Y a; e a série Y a,,
onde a; = (ay + |ay|) /2, formadas respetivamente pelos
termos positivos e pelos termos negativos de Y a,,. E facil
verificar que as séries Y a;l e Y4, sdo ambas divergentes.
De facto, se uma delas, digamos Y a;, fosse convergente,

entdo a série dos termos negativos

Yo =Y )y

seria igualmente convergente por ser a diferenca de duas
séries convergentes. Isto implicaria a convergéncia absolu-
ta da série }_ a,, uma vez que temos
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Y lanl =) (an —2a,).

Concluimos assim que se )_a, for simplesmente conver-
gente, a série Y a; dos termos positivos diverge para oo,
enquanto a série " g, dos termos negativos diverge para
—o0. Notemos ainda que como a série ) a, é convergente,
temos que lim;,_ a; = 0, donde se segue que

lim 4} = lim a, =0.

n—00 n—o0
Voltando a série harménica alternada, reordenemos os ter-
mos desta série da seguinte forma: a sequéncia de termos
positivos e a sequéncia de termos negativos mantém a or-
dem original, e a nova série consiste num termo positivo
seguido de dois termos negativos. Obtemos assim a série

l-—s—7+3 ¢ 375 10 - ©

Agrupando cada termo positivo com o termo negativo que
lhe estd imediatamente a direita, obtemos

BRI TN B A
2 4 3 6 8 5 10 12

—1—1+1—1+1—1+
T2 46 8 10 12
_11_1+1 1 1 1+
) 2 3 4 5 6
1

Ou seja, a soma da série (3) difere da soma da série harmé-
nica alternada que lhe deu origem. Este exemplo mostra
que reordenar os termos de uma série simplesmente con-
vergente pode alterar a sua soma. O primeiro matemadtico
a detetar este fenémeno foi Dirichlet, em 1827, enquanto
trabalhava sobre a convergéncia da série de Fourier. Al-
guns anos mais tarde, Dirichlet mostrou que este compor-
tamento ndo ocorre em séries absolutamente convergentes
[3], como veremos no capitulo seguinte.

3. O TEOREMA DOS REARRANJOS DE RIEMANN
Vamos agora investigar em que condigdes podemos alterar
a ordem dos termos de uma série convergente sem alte-
rar a sua natureza ou soma. Formalmente, alterar a ordem
dos termos de uma série }_a, significa tomar uma bijecdo
¢ : IN — IN e considerar a série }_ b, onde b, = a4, para
todoon € IN.

Comegamos por mostrar que numa série convergente
de termos ndo negativos, qualquer rearranjo dos seus ter-

Figura 2. Johann Dirichlet
(1805-1859).

mos dé origem a uma série que converge para a mesma
soma.

Teorema 3.1. Suponhamos que a,, > 0 para todo o n. Entéo,
se (b,) é um rearranjo de (a,) temos y" b, = Y a,.

Demonstragdo. Denotemos por

Sp = Z]r(l=1 an €
ty = Yp_1 by as somas parciais de Y a, e Y by, e sejam
s = limy e Sy € t = limy, o £, (Ou estes limites existem
ou sdo iguais a o). O limite t envolve a soma de todos os
termos da sucessdo (by,) e, portanto, envolve a soma dos

termos ay, ..., a,. Como a, > 0para todo o 1, segue-se que

sp <t

para todo o n. De forma analoga, obtemos

th <s

para todo o n. Tomando limites quando 7 tende para oo,
concluimos ques < tet <s ouseja, s =t. O

Provdmos assim que a reordenagdo dos termos de uma
série de termos ndo negativos nao altera a natureza nem a
soma da série, no caso de esta ser convergente. Vamos de
seguida provar que o mesmo é vdlido para séries absoluta-
mente convergentes (veja-se, por exemplo, [4]).

Teorema 3.2. Se uma série é absolutamente convergente
com soma s, todos 0s seus rearranjos convergem para a
mesma somas.

Demonstragdo. Seja ) a, uma série absolutamente con-
vergente e )b, um seu rearranjo. A definigdo de série ab-
solutamente convergente garante que }_ |a, | é convergente
e o teorema anterior diz-nos que Y |b,| = ¥ |a,,|. Usando a
igualdade

by, = ‘bn| - (|bn| _bn)

e o facto de a soma de séries convergentes ser ainda uma
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Figura 3. Bernhard Riemann
(1826-1866)

série convergente, podemos escrever

[ee]

(o] (o8]
Z bn = Z |bn| - Z (|bn| —by).
n=1 n=1 n=1
Uma vez que |b,| > 0 e |by| — by > 0, 0s termos das duas
séries do membro direito desta igualdade podem ser reor-
denados sem alterar a sua soma. Obtemos assim,

Z bn = Z |bn| - Z (lbn| _bn)
n=1 n=1 n=1

= Z |an| — E (lan| —an)

=1

I
e 1

ay.
1 O

n

Portanto, a convergéncia absoluta de uma série garante
que qualquer rearranjo dos seus termos néo altera nem a
natureza nem a sua soma. Neste aspeto, uma série absolu-
tamente convergente comporta-se como uma soma finita,
onde a ordem pela qual a soma dos seus termos ¢ efetua-
da ndo altera a soma global. Em 1853, Riemann provou o
seu Teorema dos Rearranjos que mostra que a situagdo é
completamente diferente quando a série apenas converge
simplesmente. Este resultado foi incluido num artigo sobre
a série de Fourier com o titulo "Sobre a Representabilidade
de uma Fungdo por uma Série Trigonométrica’, publicado
ap6s a morte de Riemann em 1866 [8].

Teorema 3.3. (Teorema dos Rearranjos de Riemann, 1853)
Seja Y a, uma série simplesmente convergente. Dado um
qualquer ¢ € RU {+o0}, existe um rearranjo (b,) dos ter-
mos de Y ay tal que b, = c.

Demonstragdo. Seja ) a, uma série simplesmente con-
vergente e sejam pp, pa, - . . 0s termos ndo negativos de }_a,
e 41,42, .. 0s termos negativos de }_a,, pela ordem pela
qual aparecem nesta série. As séries Y p, e Y_a,} bem como

Y gn e Y_a;, diferem apenas por termos nulos, pelo que
Y.pn=o0e} g, = —oo.

Vamos considerar em primeiro lugar o caso c € R e
construir um rearranjo dos termos de }_a, que converge
parac.

Como Y p, = oo, existe um nimero natural k tal que

pitt+pe>c

Seja k; o menor destes nimeros k e consideremos
a soma parcial sy =p;+---+p. Temos s;>c e
p1+ -+ pr,—1 < c. Portanto,s; < ¢ + py,, pelo que

0<s1—c<pyg-

Se ¢ < 0, ignoramos este primeiro passo. De seguida, a
soma s1 vamos adicionar o menor nimero de termos ne-
gativos de modo a obtermos uma nova soma #; menor do
que ¢. Ou seja, consideramos o menor inteiro m; tal que
fi=s1+q1+--+qm <c e s1+g1+-+qGm-1=>¢
Neste caso, temos

0§c—t1§—qm1.

Repetimos o processo indefinidamente, obtendo somas al-
ternadamente inferiores e superiores a c, escolhendo em
cada passo deste processo o menor niimero k; de termos
positivos e o menor niimero m; de termos negativos tais
que para cada i,

si —c| < pr,elti—cl < —qm,. @
Obtemos desta forma a série

p1+-- '+pk1 +q1+ “+qm1 +pk1+1 +- ‘+Pk2+
+qml+1+...+qm2+...

que é claramente uma reordenagdo dos termos de Y a,.
Falta mostrar que esta série converge para o niimero c. Para
tal, vamos provar que a sucessdo das suas somas parciais
converge para c¢. Como a série }_a, é convergente, sabe-
mos que lim,_,c a, = 0, donde se segue que também (py,)
e (gn) tendem para zero quando n — co. Portanto, as sub-
sucessoes (py,) € (4m;) tendem para zero quando n — oo e
as equacgdes (4) garantem que as somas parciais da série
convergem para c.

Um argumento semelhante permite exibir uma reor-
denagdo dos termos de ) a, que divirja para co ou —oco.
Por exemplo, no caso ¢ = oo, consideramos uma sucesséo
(cn) que divirja para co e construimos um rearranjo dos
termos de }_a, tal que a soma s; dos primeiros k; termos
positivos exceda c1, a soma t; dos primeiros n1; termos ne-
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gativos com sp seja inferior a cj, a soma s; exceda ¢; e t;
seja inferior a cp, e assim sucessivamente. Claramente, a
sucessdo das somas parciais da série assim construida é
divergente. O

Referimos anteriormente que a série harmoénica alterna-
da Y (—1)"*!/n tem soma In(2). Vamos usar a construgio
da demonstragdo do Teorema dos Rearranjos de Riemann
para verificar esta identidade. Seja ¢ = In(2) = 0, 6931. Co-
megamos por tomar o menor niimero de termos positivos
da série cuja soma exceda In(2), que no nosso caso consiste
no primeiro termo:

s1=1> 11'1(2).

De seguida, tomamos o menor ndmero de termos negati-
vos de forma a que a soma destes com 51 seja inferior a
In(2):

h=1-2=05<In().

Adicionamos de seguida termos positivos a soma ¢ de for-
ma a voltarmos a exceder In(2):
11
sp=1—2+>~0,8333 > In(2).
2 3
E adicionamos termos negativos de forma a voltarmos a ter
uma soma inferior a In(2):

th=1-—

~ 0,5833 < In(2).

NG

1 + 1
2 3
Continuando este processo, obtemos as seguintes somas
parciais

53~ 0,7833 > In(2)
t3 = 0,6166 <In(2)
54 ~0,7595 > In(2)
ty ~ 0,6345 < In(2)
s5 A~ 0,7456 > In(2)
t5 ~ 0,6456 < In(2)
s6 ~ 0,7365 > In(2)
te ~ 0,6532 < In(2)
ss50 &~ 0,6981 > In(2)
tso ~ 0,6881 < In(2)
ss500 A~ 0,6936 > In(2)
t500 &~ 0,6926 < In(2)

Em cada passo, basta adicionar um termo negativo a

sy > In(2) para obter a soma ¢, < In(2), com a sucessdo
(tn) crescente e a aproximar-se sucessivamente de In(2)
por valores inferiores.

Analogamente, basta adicionar um termo positivo a
somat, < In(2) para obter a soma s, 11 > In(2).

A sucessio (s,) é decrescente e aproxima-se sucessiva-
mente de In(2) por valores superiores.

Obtemos assim a identidade,

Terminamos com um tltimo exemplo. Vamos voltar a re-

)n+1 1n(2)'

ordenar os termos da série harménica alternada de forma
a obtermos os primeiros termos de uma série convergente
para /2 ~ 1,414.

Como anteriormente, comegamos por escolher o menor
ntmero de termos positivos de }_a, cuja soma seja supe-

rior a v/2:

1 1
51:1+§+5%1,533>\/§,

seguido de termos negativos de forma a que a soma seja
inferior a /2,

h=14i4lo
1=°73

= ~ 1,033 < V2.

N =

Repetindo o processo, obtemos:

1 1 1 1
52_t1+7+9+11—|—EN],455>\/§

1 1 1 1 1
tz—t1+7+9+—+ﬁ—1~1/205<‘/§

1 1 1 1

1 1 1 1 1
b=ty — 4 — 4+ —+ — — =~ 1,264 <2

15 17 19 21 6

Portanto,
1_’_14_1 1+1+1+1+1_1+
3 5 2 9 13 4
+1+1+1+1—1+
15 17 19 21 6

sdo os primeiros 14 termos de uma série, obtida reordenan-
do os termos da série harmoénica, cuja soma é V2.

4. PROBLEMAS
Terminamos este Canto Délfico com uma proposta de
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alguns problemas que podem ser resolvidos usando as
ideias que desenvolvemos nas secgdes anteriores. O pro-
blema 1 foi retirado da 14" Putnam Mathematics Competition
(1954), os problemas 2 e 3 foram retirados de [7] e o proble-
ma 4 aparece em [5.] Uma prova do problema 5 pode ser
encontrada em [6].

1. Reordenemos os termos de série harmoénica alter-
nada

1 1
l—cdz—gtz—zt O

tomando dois termos positivos, depois um nega-
tivo, depois dois positivos, depois um negativo, e
assim sucessivamente:
1 1 1 1 1 1 1 1
14+ -4+ -4 -4+ -4 - _—4...(
+3 2+5+7 4+9+11 6+ ©)
Denotemos por s, e por t; as n-ésimas somas par-
ciais de (5) e (6), respetivamente. Sabemos que
lims, = In(2). Assumindo que a série (6) é conver-
gente e tem soma lim t,, = t, mostre que

(@) t3n = s4n + %SZW

(b) t # In(2).

2. Denotemos por S a soma dos termos da série har-
monica que restam apés eliminarmos todos os que
contém um digito par:

1 1 1 1

s—1+1+1+ fo b —
- 3 5 19 21 39 51

Prove que S < 7.

3. Eliminemos todos os termos da série harménica
cujo denominador seja divisivel por um primo de
dois ou mais digitos. Averigte se a série resultante
é divergente ou convergente.

4. Mostre que a série que se obtém removendo todos
os termos da série harménica que contém o digito
9 é convergente.

5. Mostre que a soma dos reciprocos dos nimeros
triangulares é igual a 2:

PR SR SR OO S
17376 10 n(n+1)/2 -
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