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PRIMOS ORIGINAIS

Os numeros primos, pilares da aritmética, tém apaixonado muitos matema-
ticos ao longo dos tempos, principalmente pela sua misteriosa distribuigao
entre os nimeros naturais. Paulo Ribenboim (The Book of Prime Numbers,
Springer 1989) foi um desses matematicos. A prova de Euclides, nos Ele-
mentos, da infinitude dos niUmeros primos é um belo exemplo de dedugao
matematica. Ribenboim exibe outras demonstragdes, de mestres como Eu-
ler e Kummer, mas também de matematicos mais obscuros. Hoje trazemos
aqui algumas das ideias mais simples.

prova de Euclides da infinitude dos primos pode ser
escrita, essencialmente, mostrando que qualquer co-
lecdo finita de primos estd incompleta.

trés primos.
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Proposition 20

The (setof all) prime numbers is more numerous than
any assigned multitude of prime numbers.
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Let A, B, ' be the assigned prime numbers. [ say that
the (set of all) primes numbers is more numerous than A,
B.C.

For let the least number measured by A, #, € have
been taken, and let it be DE [Prop. 7.36]. And let the
unit 7 have been added w DE. So E17 is either prime,
or not. Let it, first of all, be prime. Thus, the (set of)
prime numbers 4, B, C, EF, (which is) more numerous
than A, B, ¢, has been found.

And so let EF not be prime. Thus, it is measured by
some prime number [Prop. 7.31]. Let it be measured by
the prime (number) . I say that & is not the same as
any of A, B, C. For, if possible, let it be (the same). And
A, B, C {(all) measure DE. Thus, & will also measure
DE. And it also measures EF. (So) & will also mea-
sure the remainder, unit DF, (despite) being a number
[Prop. 7.28]. The very thing (is) absurd. Thus, & is not
the same as one of A, B, C. And it was assumed (to be)
prime. Thus, the (set of) prime numbers A, B, €, &,
(which is) more numerous than the assigned multitude
(of prime numbers), A, B, €', has been found. (Which is)
the very thing it was required to show.

Euclides, mestre na utilizagdo do método do exemplo
generalizdvel, comegou por considerar uma colegdo de

Figura 1. A Proposi¢do VII-20 dos Ele-
mentos na versao de Richard Fitzpatrick.
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N6s usaremos o agora estafado conjunto de n elemen-
tos, onde 1 representa um ntmero natural indeterminado.

Seja A = {p1,...,pn} um conjunto finito de primos.
Seja p um divisor primo de

Z:pl...pn+1

entdo p ¢ A porque ao dividirmos z por qualquer elemen-
to de A obtemos resto 1.

Em 1878, Kummer propds uma prova semelhante.
Usando a mesma nota¢do, Kummer considera um divisor
primo de w = p; - - - p, — 1. Este primo, como estd em A,
divide também w + 1 e, portanto, a diferenca destes dois
ndmeros, o que € impossivel.

Pélya sugeriu uma outra abordagem. Para obter a in-
finitude dos primos, basta exibir uma sucessdo de ntime-
ros naturais cujos elementos sejam primos entre si dois a
dois. Tomando um divisor primo de cada termo, terfamos
uma infinidade de primos. Naturalmente, para obter esta
relagdo entre qualquer par de nimeros da sucessdo, ndo
podemos utilizar a infinitude dos nimeros primos...

Pélya usou os niimeros de Fermat

F,=2"+1 (n>0)
Por indugdo, estabelece-se, sem dificuldade maior, que
F,—2=F---F,_1, para n > 1. Portanto, se k < m, tem-
-se que Fy divide F,; — 2, e qualquer primo que divida F
e F,, terd de dividir F,, — 2 e, por consequéncia, também
terd de dividir 2, o que é absurdo, ja que os nimeros de
Fermat sdo todos impares.

Aqui deixo o desafio ao leitor: encontrar outras suces-
sOes, para as quais seja possivel provar que os respetivos
termos sdo primos entre si dois a dois, sem utilizar a in-
finitude dos primos. Se o conseguir, terd obtido uma de-
monstracdo original do resultado de Euclides!

Outra possibilidade, do agrado geral, mas que ndo
cumpre o dltimo requisito mencionado, consiste em usar

os numeros de Fibonacci
fo =0

=1
fo = fum1tfu2 (n22)

Os termos da sucessdo de Fibonacci gozam de intimeras
propriedades e relagdes. Uma delas, bem conhecida, é a
seguinte:
f(n,m) = (fn/fm)

onde os parénteses representam o mdximo divisor co-
mum. Assim, se indexarmos os niameros de Fibonacci com
os termos de uma sucessdo cujos termos sdo primos entre
si dois a dois, obtemos outra sucessdo com a mesma pro-
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priedade. Esta nova sucessdo pode agora ser usada para
indexar os niimeros de Fibonacci, e assim sucessivamente.
E o leitor, tem outras sugestdes para esta questdo?

Sobre as questdes propostas no niimero anterior:

» Como o objetivo é 100, a pentltima jogada do vence-
dor serd para 89 (o adversdrio joga para um ndmero
entre 90 e 99.... Este raciocinio de andlise retrégrada
pode iterar-se e concluimos que o jogador vencedor
vai fazer as seguintes jogadas: 1, 12, 23, 34, 45, 56,
67, 78, 89, 100. Assim, o vencedor serd o primeiro a
jogar, que juntard uma unidade ao total nulo inicial.

» Os filhos vdo e um deles regressa, passando o barco
ao pai, que atravessa e manda o outro filho de volta.
Finalmente, os filhos atravessam juntos. Este proce-
dimento pode iterar-se no caso de um regimento de
adultos...

» A responde que tem as plantas dos pés vermelhas,
quer seja verdadeiro ou mentiroso. Assim, a respos-
ta de B mostra que se trata de um indigena menti-
roso (plantas brancas). A resposta de C denuncia-o
também como mentiroso (plantas dos pés brancas).

P 237 812 = 1025x232 + 12. A ideia é dividir 237 812
por 1025, porque se o resto de uma divisdo for me-
nor do que o quociente e do que o divisor, entdo es-
tes podem trocar de papéis entre si.



