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CONSIDERACOES MECANICAS POR

ARQUIMEDES EM MATEMATICA

O facto de Arquimedes ter utilizado a matematica para descobrir mui-
tas leis fisicas, como, por exemplo, a lei da alavanca no seu Sobre o
Equilibrio dos Planos, ou a lei da flutuabilidade no seu Sobre os Corpos
Flutuantes, é bem conhecido de qualquer pessoa, mesmo vagamente
familiarizada com o nome do cientista e matematico siracusano do
terceiro século a.C. O que é menos conhecido do nao especialista é
o facto de Arquimedes também ter utilizado consideragdes mecénicas
para descobrir teoremas matematicos. Neste artigo, ilustro como Ar-
quimedes usa este "método mecénico" no seu Método.

Otratado de Arquimedes O Método dos Teoremas Meci-
nicos, para Eratdstenes (doravante Método), descober-
to em 1906 por Heiberg no Palimpsesto (ver o meu artigo
anterior nesta revista), é inestimdvel por muitas razées. En-
tre estas razdes destacam-se o facto de nos dar acesso a for-
ma original como Arquimedes chegou a alguns resultados
matemadticos e, em segundo lugar, o facto de ter alterado
a nossa compreensdo da histéria do desenvolvimento de
técnicas infinitdrias em matemadtica. Neste pequeno artigo,
o meu objetivo é dar ao leitor uma visdo geral do "método
mecanico” utilizado por Arquimedes no Método. Além dis-
s0, na seccao final esbogarei um debate que surgiu recente-
mente entre os historiadores da matemaética relativamente
ao papel especifico (demonstrativo ou ndo demonstrativo)
que Arquimedes atribuiu a tal método.

Como é bem conhecido (pelo menos, entre os historia-
dores da matemética), Arquimedes mantinha correspon-
déncia com trés matemadticos que trabalhavam em Ale-
xandria durante o século III a.C.: Dositheus, Eratdstenes e
Conon. Conhecemos esta rede, ou "Reptblica das Cartas
Matematicas", como Reviel Netz lhe chamou [6, p. 25],
porque os trés nomes sdo explicitamente mencionados por
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Arquimedes na carta introdutéria (o "prefécio”, digamos)
a alguns dos seus tratados. Em particular, Dositheus é o
destinatério de quatro tratados (Quadratura da Pardbola, So-
bre a Esfera e o Cilindro, Sobre Conoides e Esferoides e Sobre as
Espirais), Eratdstenes é o destinatdrio do Método, enquanto
o nome de Conon aparece nos prefdcios da Quadratura da
Pardbola e Sobre as Espirais (neste tltimo texto, Arquime-
des menciona mesmo uma carta previamente enviada a
Conon, que incluia um desafio matemadtico).

O Método é, portanto, uma comunicagdo privada a
Eratéstenes. No entanto, este tratado tem um cardter
muito diferente de todos os outros tratados de Arquime-
des e, mais geralmente, de todos os textos matemdticos
gregos que nos foram transmitidos (como, por exemplo,
os Elementos de Euclides ou as Cénicas de Apolénio).
O Meétodo, de facto, ndo é apresentado por Arquimedes
como um texto matemdtico que satisfaga todos os requi-
sitos de exatiddo. Nao oferece o conteido matematico
rigoroso de uma publicagdo oficial que tipicamente en-
contramos em textos matemadticos gregos, mas sim uma
exposi¢do do procedimento heuristico que estd por detrds
das provas formais. Esta heuristica inclui a aplicagdo de
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principios mecanicos na matemdtica. Como Arquimedes
escreve no prefdcio, dirigindo-se a Eratéstenes:

"Pensei que seria apropriado escrever e estabe-
lecer para si neste mesmo livro um certo método
especial, através do qual poderd reconhecer cer-
tas questOes matemadticas com a ajuda da mecani-
ca. Estou convencido de que isto ndo é menos itil
para encontrar as provas destes mesmos teoremas.
Pois algumas coisas, que primeiro se tornaram
claras para mim pelo método mecénico, foram
depois provadas geometricamente, porque a sua
investigagdo pelo referido método ndo fornece
uma demonstracdo real. Pois é mais facil fornecer
a prova quando adquirimos previamente, pelo
método, algum conhecimento das questdes do que
encontrd-la sem qualquer conhecimento prévio."
[1, p. 314, tradugéo do autor]

Assim, Arquimedes quer mostrar a Eratéstenes como a
aplicacdo de "um certo método especial" em matematica
o levou a descoberta de vdrios teoremas matemadticos, que
s6 mais tarde foram provados. E, crucialmente, ele faz uma

distin¢do clara entre encontrar um teorema através deste
procedimento e encontrar uma prova do mesmo teorema.
O procedimento heuristico que envolve a mecénica, diz
Arquimedes, "ndo fornece uma demonstragéo real".

O que é este método heuristico? Como observou o
historiador da ciéncia Eduard Jan Dijksterhuis, que na
sua tradugdo e comentdrio do trabalho de Arquimedes
de 1956 forneceu um dos melhores estudos do Método, o
método heuristico de Arquimedes tem duas vertentes, e
caracteriza-se pela aplicagdo de dois principios diferen-
tes: 0 "método baricéntrico™ e o "método dos indivisiveis".
O método baricéntrico faz uso de considera¢des meca-
nicas, e mais particularmente da lei da alavanca (encon-
trada por Arquimedes e publicada no primeiro livro do
seu tratado Sobre o Equilibrio dos Planos), em geometria.
Consiste em conceber figuras geométricas como estan-
do ligadas a uma alavanca em equilibrio, para as quais
as condigdes de equilibrio sdo estabelecidas. Ao conside-
rar afirmacdes sobre "pesos" de objetos geométricos (ou
seja, 0s seus comprimentos e dreas) como equivalentes a
afirmagbes sobre propor¢des geométricas, Arquimedes
consegue medir propriedades puramente geométricas.

Figura 1. Método, Proposicdes 1, 2. Pseudocor criada a partir de imagens de fluorescéncia
ultravioleta e refletancia vermelha.
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O segundo método, o método dos indivisiveis, é uma téc-
nica matemadtica que permite a medicdo de figuras geomé-
tricas concebendo uma figura composta por elementos de
dimensdo inferior. Através desta técnica, podemos pensar
num sélido como uma soma das sec¢des transversais (0s
"indivisiveis") que sdo geradas pelo corte do sélido com
uma familia de planos paralelos. Do mesmo modo, pode-
mos considerar uma figura plana composta pelos segmen-
tos de linha ("os indivisiveis") formados por um secciona-
mento paralelo.

Na seccdo seguinte, dou um exemplo de como Arqui-
medes aplica 0 método heuristico. Mais precisamente,
relato o seu tratamento matemdtico da Proposi¢do 1 do
Meétodo, na qual o método baricéntrico e o método dos in-
divisiveis sdo utilizados para descobrir um teorema mate-
madtico. Porém, antes de abordar este exemplo, permitam-
-me acrescentar uma breve observagéo relativa ao impacto
que a utilizagdo de indivisiveis por Arquimedes teve na
histéria da matematica.

O método dos indivisiveis estd geralmente associado
ao nome de Bonaventura Cavalieri (1598--1647), que o
apresentou no seu tratado Geometria Indivisibilibus Conti-
nuorum Nova Quadam Ratione Promota (1635). Cavalieri de-
senvolveu muitas aplicages deste método e o seu trabalho
veio a ter um papel significativo no desenvolvimento de
métodos infinitesimais durante o século XVIIL. No entanto,
0 que o Método nos revelou € que a técnica de medir figuras
geométricas através de indivisiveis jd4 vem, pelo menos,
desde Arquimedes (e talvez até desde mais cedo, como
afirmou o historiador da matemadtica Wilbur Knorr nos
seus estudos sobre as raizes do método dos indivisiveis na
geometria antiga). Por conseguinte, a descoberta do Méto-
do levou os historiadores a verem o trabalho de Cavalieri
sob uma luz diferente: consideram que a novidade do tra-
balho realizado por Cavalieri e pelos matemdticos do sécu-
lo XVII reside sobretudo nos seus esforcos para conceder
a técnica dos indivisiveis uma caracterizagdo formal e s6-
lida, mas jd ndo consideram este método como uma nova
técnica introduzida no século XVII (Cavalieri considerava
o0 método como uma nova técnica; mas, como observei no
meu primeiro artigo nesta revista, Cavalieri ndo sabia que
Arquimedes utilizava os indivisiveis no Método, uma vez
que este tratado era desconhecido durante a Renascenga).
Além disso, a descoberta mostrou também que, embora os
matematicos gregos se mantivessem afastados do infinito
nos seus tratados formais, utilizavam o conceito de técni-
cas infinitas e indivisibilistas nos seus procedimentos heu-
risticos.
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UM EXEMPLO DO METODO: PROPOSICAO 1

O Método contém 15 proposicdes: as proposigdes 1-11
combinam o método baricéntrico e o método dos indivi-
siveis; as proposi¢es 12-15 tém uma estrutura mais com-
plexa, uma vez que Arquimedes primeiro prova um certo
resultado através dos dois métodos (proposigdes 12--13),
depois obtém o mesmo resultado apenas através dos indi-
visiveis (proposi¢ao 14) e, finalmente, prova novamente o
mesmo resultado de forma "cléssica", ndo utilizando nem
mecénica nem indivisiveis (proposi¢do 15). No final da
Proposicao 15, o texto existente é interrompido.

O primeiro resultado do Método encontra-se na Propo-
sicdo 1 e tem a ver com a drea de um segmento parabé-
lico (ou seja, a regido delimitada por uma pardbola e um
segmento de reta): qualquer segmento parabdlico é quatro
ter¢os do triangulo que tem dois vértices nos extremos do
segmento de reta, e cujo terceiro vértice é obtido como a
intersec¢do da pardbola com a linha paralela ao seu eixo
de simetria e passando pelo ponto médio do segmento de
reta (figura 2). Arquimedes apresenta um argumento que
mostra como, combinando resultados geométricos com
a lei da alavanca, foi conduzido a esta descoberta mate-
mdtica. Vejamos o seu argumento (uma nota para o leitor:
Arquimedes ndo menciona explicitamente muitos resul-
tados que utiliza e que ja foram provados por ele ou por
outros matematicos - por exemplo, por Euclides; uma vez
que alguns destes resultados sdo importantes para uma
melhor compreensdo do argumento, vou menciond-los en-
tre parénteses retos).

Considere-se um segmento parabélico ABC (doravante
ABCps), delimitado pelo segmento AC e a pardbola 7 (figu-
ra 2). Seja AC bissetado em D e tracemos DB paralelamente
ao eixo de simetria, ou didmetro, da parédbola (a linha tra-

Figura 2.
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cejada na figura 2). Tracemos agora AB e BC. Arquimedes
mostra que a drea do segmento parabélico ABC)s € igual
a quatro tercos da drea do tridngulo AABC inscrito na
parébola.

A partir de A, desenhe-se a reta AKZ paralela a DB (ver
figura 3). A reta AKZ interseta a tangente em C a curva no
ponto Z, e a reta CB em K. O ponto E é o ponto de inter-
sec¢do das linhas CZ e DB. Prolongamos agora a linha CK
até H de forma a que CK=KH. Em seguida, consideramos
um ponto O arbitrario em AC e por ele tragamos uma reta
paralela a DB, que intersecta a pardbola  em P, CK em N
eCZem M.

Como ABCps ¢ um segmento parabélico, D é o ponto
médio da corda AC e DB é paralela ao eixo da parabola,
temos que AC é paralela a tangente a pardbola em B [esta
é uma aplicagdo da Proposi¢do 1 da Quadratura da Pardbo-
la]. Além disso, uma vez que a corda AC é paralela a tan-
gente no ponto B, e a linha DB é paralela ao eixo da pa-
rdbola e também intersecta a corda AC em D e a tangente
em C no ponto E, entdo DB=BE [este resultado, relativo a
propriedade da subtangente, é afirmado na Proposi¢do 2 da
Quadratura da Pardbola]. Ora, dado este resultado (DB=BE)
e o facto de AZ e OM serem ambos paralelos a DE, temos
também que ON=NM e AK=KZ [aqui Arquimedes estd a

Figura 3.
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aplicar trés resultados obtidos por Euclides nos Elementos:
Proposigéo 4 do Livro VI e Proposicdes 11 e 9 do Livro V].
Ora, como CA : AO = MO : OP [provado na Quadratu-
ra da Pardbola, Proposigdo 5], CA: AO = CK : KN [esta é
uma aplicagdo dos Elementos de Euclides, Proposicdo 2 do
Livro VI e Proposic¢do 18 do Livro V] e CK=KH, temos que
KH : KN = MO : OP.

Ap6s este tratamento puramente geométrico, Arquime-
des comeca a apresentar consideragdes fisicas. Mais preci-
samente, ele usa alguns lemas sobre centros de gravidade
que menciona no inicio do Método e que foram provados no
seu tratado Sobre o Equilibrio dos Planos. Primeiro, ele obser-
va que o ponto N é o centro de gravidade do segmento OM
(o centro de gravidade de um segmento de reta é o seu pon-
to médio). Portanto, se tomarmos um segmento LT igual
a OP com H como seu centro de gravidade (de modo que
LH=HT), LT estard em equilibrio com OM. De facto, utili-
zando a lei da alavanca, podemos observar que HN estd
dividido em segmentos (HK e KN) que séo inversamente
proporcionais aos "pesos” LT e MO, nomeadamente de tal
forma que HK : KN = MO : LT, de modo que K é o centro
de gravidade do peso combinado dos dois.

O que Arquimedes acaba de aplicar é o seu método
baricéntrico. A lei da alavanca, descoberta por Arquimedes
e apresentada no seu Sobre o Equilibrio dos Planos (Proposi-
¢des 6 e 7 do Livro I), afirma que as grandezas colocadas
em lados opostos do fulcro estdo em equilibrio a distancias
inversamente proporcionais as ditas grandezas (em termos
modernos: se dois corpos de massas m; e 1y forem coloca-
dos nos bracos de uma alavanca reta do fulcro K, e se d; e
dy forem as distancias dos centros de massa dos corpos ao
fulcro, entdo os dois corpos equilibrar-se-do apenas no caso
em que my/dy = my/dy). Para aplicar esta lei em geome-
tria, Arquimedes "vé&" o segmento HN como uma alavanca
idealizada, de bragos HK e KN, que permanece em equili-
brio sob a influéncia de duas grandezas. As duas grande-
zas em questdo sdo os dois segmentos LT e MO, que sdo
imaginados como pesos reais de tal forma que o segmento
mais longo MO tem maior peso do que o segmento mais
curto LT.

Podemos agora aplicar o resultado obtido para MO e
LT, que é igual a OP, a todos os segmentos que sdo tomados
da mesma forma de MO e OP. De facto, todos os segmen-
tos que podem ser tragados no tridngulo AAZC paralelos
a MO estardo em equilibrio com as suas porgdes cortadas
pela pardbola, quando transferidas para H (como fizemos
para OP). K serd o centro de gravidade do peso combinado
de cada segmento e a sua porgdo.



E neste ponto do seu argumento que Arquimedes apli-
ca o método dos indivisiveis: concebe o tridngulo AAZC
como sendo constituido por segmentos paralelos a MO
no seu interior (os "indivisiveis") e, de forma semelhan-
te, 0 segmento parabélico ABC,s como sendo constitui-
do por todos os segmentos paralelos a OP no seu interior
(os "indivisiveis"). Estabelecida esta hipdtese, podemos
alargar as consideragdes baricéntricas ao triangulo AAZC
e a todo o segmento parabélico ABC); transferido para H:
o tridngulo A AZC equilibrara sobre o ponto K o segmento
parabdlico colocado sobre H como seu centro de gravida-
de, de modo a que K seja o centro de gravidade comum
(ver figura 4).

Depois de ter estabelecido o equilibrio (com centro
de gravidade K) entre o triangulo AAZC e o segmento
parabélico ABCps transferido para H, Arquimedes encon-
tra o centro de gravidade do tridngulo AAZC. Como CK
é uma mediana de AAZC, se tomarmos o ponto X em
CK tal que CK=3XK, entdo X serd o centro de gravidade
de AAZC [Arquimedes usa aqui os seguintes resultados:
o ponto de interseccdo das medianas de um tridngulo
divide cada mediana em segmentos na razdo 2:1 e, como
demonstrado na Proposicdo 14 do Livro I de Sobre o Equi-
librio dos Planos, o ponto de interseccdo das trés medianas
do tridngulo é o centro de gravidade do tridngulo].

Uma vez que existe equilibrio entre o tridngulo AAZC
e o segmento parabdlico ABC,; sobre H, e o seu centro de
gravidade comum é K, temos o seguinte resultado: o tridn-
gulo AAZC esté para o segmento parabdlico ABCy trans-
ferido para H como o seu centro de gravidade tal como HK
estd para KX (ou seja, AAZC : ABCps = HK : KX). Ago-

ra, como HK=KC=3KX, entdo o tridngulo AAZC é trés
vezes o segmento da pardbola ABCps. Além disso, AAZC
é quatro vezes o tridngulo AABC, visto que ZK=KA e
AD=DC [este resultado é obtido através de uma aplicagdo
dos Elementos de Euclides, Proposi¢do 1 do Livro VI]. As-
sim, se AAZC = 3ABCys e AAZC = 4AABC, podemos
concluir que

3 ABCps = 4 AABC.

Mostramos assim que o segmento parabdlico ABC é quatro
tercos do tridngulo ABC.

ONDE RESIDE A FALTA DE RIGOR?

Utilizando o método dos indivisiveis e o método baricén-
trico, Arquimedes deduz que o segmento parabdlico é
quatro tercos do tridngulo inscrito. No entanto, no final da
sua discussdo da Proposigdo 1, observa que o tratamento
que acaba de apresentar ndo pode ser considerado uma
"prova" do resultado. Pelo contrdrio, diz ele, cria "uma cer-
ta impressao” de que a conclusdo é verdadeira:

"Isto ndo foi, portanto, provado pelo acima exposto,
mas criou-se uma certa impressado de que a conclu-
sdo é verdadeira. Uma vez que vemos assim que a
concluséo nao foi provada, mas supomos que é ver-
dadeira, mencionaremos a prova geométrica publi-
cada anteriormente, que nés mesmos encontramos
para ela, no lugar devido."

[1, p. 318, tradugdo do autor]

Podemos, portanto, perguntar-nos onde, segundo Arqui-
medes, se encontra a falta de exatiddo: no carater mecanico

D

Figura 4.
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do argumento, na aplicacdo de indivisiveis, ou em ambos?
Como observado por Dijksterhuis, a deficiéncia matemaéti-
ca que Arquimedes aponta surge apenas da utilizacdo de
indivisiveis, e ndo da utilizacdo de considera¢des mecani-
cas na geometria. Esta tese é apoiada por duas observa-
¢Oes: primeiro, Arquimedes considera o método baricén-
trico um instrumento legitimo a utilizar nos seus tratados
formais (por exemplo, na primeira parte da Quadratura da
Pardbola, Arquimedes usa consideragdes mecénicas como
uma ferramenta formalmente aceitdvel, mas substitui os
indivisiveis por elementos finitos de drea); em segundo
lugar, no seu tratado Sobre o Equilibrio dos Planos, Arqui-
medes estabelece a mecanica (estdtica) como uma ciéncia
demonstrativa, e por isso é razodvel pensar que ele atribui
validade demonstrativa aos aspetos mecanicos do método.

A opinido de Dijksterhuis tem sido acolhida por muitos
estudiosos e continua a ser dominante entre os historiado-
res da matemadtica. No entanto, ela ndo é unanimemente
aceite. Por exemplo, Tohru Sato e Wilbur Knorr argumen-
taram que os matemadticos gregos consideraram vélidos os
argumentos que envolvem indivisiveis. Knorr, em parti-
cular, atribui a falta de rigor do método de Arquimedes a
sua natureza mecanica (ver [3]). Além disso, alguns estu-
diosos observaram como o método baricéntrico e o méto-
do dos indivisiveis funcionam em conjunto no Método, de
tal forma que é impossivel analisd-los como duas técnicas
conceptualmente independentes (ver [7, p. 22]).

Infelizmente, o debate que gira em torno do papel que
Arquimedes atribuiu ao seu método no Método é tao multi-
facetado que, por razdes de espago, ndo pode ser aqui total-
mente reproduzido. O meu modesto objetivo nesta seccdo
final é oferecer ao leitor uma introducéo a esta discussao,
a qual s6 se pode aceder se considerarmos a forma como
Arquimedes utiliza os indivisiveis e o método baricéntrico
nos seus argumentos (foi por isso que descrevi todos os
detalhes da Proposigdo 1 na secgdo anterior).

Arquimedes é frequentemente recordado pelo seu
espetacular uso da matemadtica na fisica, o que o levou a
erodir a ffsica essencialista estabelecida por Aristételes e
a lancar as bases para o desenvolvimento de uma fisica
matemdtica. O Método mostra que o seu génio foi ainda
mais longe: aplicou a fisica a matemadtica para descobrir
teoremas matemadticos (através do método baricéntrico)
e utilizou uma técnica (0 método dos indivisiveis) que s6
vird a ser "descoberta” pelos matemaéticos do século XVII.
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