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ﬁ simplificacdo de radicais duplos,
studada no Ensino Secunddrio nos

anos 60 do século passado, caiu no esque-
cimento até ao surgimento das Metas
Curriculares, reaparecendo entdo na
forma de exercicios. Neste artigo procu-
ramos ir um pouco mais além, apresen-
tando a teoria subjacente a essas simplifi-
cacdes, bem como exemplos de aplicacao.
Terminamos com um exemplo devido a
Pedro Nunes, que resultou da sua andlise
de algumas peculiaridades da férmula
de Cardan-Tartaglia para a equagao do
terceiro grau.

1. INTRODUCAO

Ao estudarmos as operac¢des com radicais, constatamos
imediatamente que hd uma grande diferenca entre a mul-
tiplicagdo e a adigdo. Mesmo que sé consideremos raizes
quadradas, tem-se que v/a x b = /a x v/b mas ¢, em ge-
ral, falso que vVa+b = v/a+ Vb para dois nimeros ndo
negativos a e b. Neste trabalho vamos tentar elucidar as
relacdes entre o radical de uma soma e a soma dos ra-
dicais, bem como a questdo da simplificagdo de radicais
quadrdticos da forma / A + V/B. No final, falaremos um
pouco sobre a simplificagdo de radicais de indice mais
elevado. Nao consideraremos a simplificacdo de expres-
soes relacionadas com produtos e quociente de radicais,
uma vez que estes processos sdo sobejamente conhecidos
a nivel do Ensino Secunddrio.

2. SIMPLIFICACAO DE RADICAIS QUADRATICOS
Quanto ao primeiro tema, temos o seguinte resultado,
jd conhecido dos matemadticos hindus e édrabes (veja-se
[10]), e que estd perfeitamente ao alcance dos alunos do
10.° ano:

Proposi¢ao 1: Sejam a e b dois niimeros ndo negativos.

Entdo, va + Vb = \/a+ b+ 2Vab.

Demonstragdo:

Va+vb=/(vVa+Vb)?=a+b+2Vab

Nota: Decorre imediatamente da férmula anterior

que\/a+b§\/5+\/5eque\/a+ = a+ Vb seeséd

se pelo menos um dos ntimeros a ou b for zero.

Nos manuais escolares do 10.” ano, surgem frequente-
mente exercicios em que se pretendem provar igualdades

\/14+6v5 =3+ /5,

que sdo consideradas de dificuldade elevada e que, na

como

nossa experiéncia, deixam os alunos perplexos.
Comecemos por analisar a decomposi¢do acima indi-
cada, por meio de dois processos distintos.

1.° processo:
V14465 =/9+6V5+5=/(3+5)2 =3+ 6.

O artificio foi escrever o nimero 14 como soma de duas

parcelas, sendo uma um quadrado perfeito e recorrer ao
caso notdvel da multiplicagdo “quadrado de uma soma”.

2°  processo: Tentemos determinar dois nd-

meros x e y (racionais ou, se possivel, inteiros)
V14+6V5 = VX + 7
quadrado ambos os membros desta igualdade, vem
14+ 6V5 = (v/x + /%)% Apo6s simplificagdes, chegamos
ald+6v5=x+ y+2/xy donde obtemos o sistema’

x+y=14
6v5 = 2,/x7.

tais que elevando ao

Se elevarmos ambos 0s membros da segunda equagao ao
quadrado e simplificarmos, chegamos a

x+y=14
xy =45

7

que tem as solugbes? (9, 5) e (5, 9). Em qualquer dos casos,
obtemos /14 + 65 = vV9+ v5 =3+ /5, em concor-

déncia com o resultado do primeiro processo.

"Ver a demonstracio da proposicio 2 para a justificacio da passagem da
equagao ao sistema.

2 Uma alternativa interessante a resolucdo do sistema por substituicao
€ o recurso as formulas que dao a soma e o produto das raizes duma
equacao quadrdtica, um tdpico infelizmente esquecido no atual Ensino Se-
cunddrio. No caso em estudo, basta considerar a equagio x2—14x+45=0
para se obterem imediatamente os resultados indicados; veja-se a de-
monstracdo da proposicdo 2.
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No que se segue, analisaremos com cuidado este segun-
do processo e obteremos condi¢des necessdrias e suficien-
tes para a possibilidade da decomposicdo e uma férmula
geral para a efetuar, um assunto que era estudado a nivel
do Ensino Secunddrio ainda nos anos 60 do século passado
(ver, por exemplo, [9]).

A necessidade de uma anélise cuidadosa torna-se evi-
dente se considerarmos o radical /14 — 6+/5; se, por analo-
gia com o caso
VX — /¥, somos levados de novo ao sistema

x+y=14
xy =45

14 + 6+/5, tentarmos escrevé-lo na forma

e obtemos, além da igualdade verdadeira

V14 —6v5=3—1/5,
o resultado incorreto v/14 — 61/5 = /5 — 3.

Notemos que decomposi¢bes deste género nem sempre
sdo possiveis. Por exemplo, é impossivel escrever /1 + 1/2
como soma das raizes quadradas de dois ntimeros naturais;
basta reparar que v/ 1+ v/2 < 1,6 e que, dados dois ntiime-
ros naturais quaisquer a e b, se tem que /a + Vb > 2.

Antes de estudarmos a simplificacdo de radicais da for-
ma \/ A + v/B, notemos que é indiferente considerar radi-
cais nesta forma ou na forma W' pois as duas sdo
obviamente equivalentes, desde que b > 0.

A seguinte proposicdo esclarece em que condigdes se
pode escrever um radical duplo da forma v/ A + v/B como
soma de dois radicais simples. Comecemos por uma defi-
nigdo.

Defini¢ao 1: Um niimero racional positivo A diz-se um
quadrado perfeito se existir um nimero racional B tal que
B> = A.

Proposi¢ao 2: Dados dois ndmeros racionais positivos
A e B, ndo sendo B um quadrado perfeito, existem dois nd-

meros racionais x ey tais que /A + VB = \/x + ,/jjse e s6

se A2 — B for um quadrado perfeito.

Nota: Comecemos por reparar que se B fosse um qua-
drado perfeito, o radical duplo reduzir-se-ia trivialmente a
um radical simples, daf que esta hipétese seja logo descar-
tada no enunciado.

Demonstragio: A equagdo v/ A + /B = /X + VY € equi-
valente a equacdo (V' A+ vB)? = (vx+ /7)% jd que os
seus membros sdo ambos positivos. Desenvolvendo os cél-

culos, vem que
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A+VB=x+y+2/7y,
ou ainda
2/xy=A—x—y+VB. 1)

Mediante uma nova elevagdo ao quadrado, chegamos a
dxy=(A—x—y)>+B+2(A—x—y)VB. )
Concluimos entdo que

A—x—y=0 ©®
pois se assim nao fosse, resultaria de (1) que

_4xy—(A-x-y)’—B
VB = 2(A—x—y) ’

o que é absurdo, pois o primeiro membro desta igualdade
é um ntimero irracional e o segundo membro um nimero
racional. Assim, de (3) vem que
x+y=A @)
Por substitui¢do de (4) em (1), resulta, apds elevagdo ao qua-
drado de ambos os membros, que
B
= —. 5
Y =7 5)
Atendendo a (4) e (5), podemos, recorrendo as férmulas
referidas na nota 2, determinar os valores de x e y: sdo as
solugdes da equagao
B
X2—AX+Z=O, ©)
que sdo A+VA2B ¢ A=VA=B Basta entdo escolher um des-

tes valores para x e o outro serd o correspondente valor de

y. Como x e y devem ser racionais, a expressio A% — B tem
de ser um quadrado perfeito.

Reciprocamente, se a expressao A2 — B for um quadra-
do perfeito, o nimero C = /A% — B é racional, 0 mesmo
sucedendo com os niimeros

A+C A-C

2 T2

que sdo as solucdes da equagdo (6). Estes dois nime-
ros sdo as unicas solucdes possiveis de (1) e logo de
VA+VB=x+ /Y, pois estas equagdes sdo equivalen-
tes.

Observagdo: Se considerarmos agora a igualdade
VA—-VB=x— /¥, verificamos que as consideragdes
anteriores se podem aplicar, desde que tomemos x = %

ey = % para que a diferenca

ﬁ_ﬂ:\/A;Lc_\/Agc

seja positiva, jé& que o radical v/ A — v/B que lhe ¢é igual, é
positivo.
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Em resumo, temos o seguinte resultado:

Teorema 1. Dados dois niimeros racionais positivos A e B,
ndo sendo B um quadrado perfeito, existem dois nimeros
racionais x e y tais que vV A+ /B = /x+ /7 se e s6 se

A? — B for um quadrado perfeito.

Exemplos e aplicagdes:
1) Os dois exemplos dados anteriormente tornam-se tri-
viais & luz deste teorema. Com efeito,

b 14+ 6v5 =\/14 + VT80 =

14+4 14 -4
_\/ 2 +\/ 2

como se reconhece imediatamente; pondo A = 14

e B =180, vem A%2 — B = 16 = 42 e podemos tomar
C=4.

» V14++v2 ndo pode ser simplificado pois
A? — B =12 — 2 = —1ndo é um quadrado perfeito.

2) A equacdo biquadrada

Recordemos que se chama equac¢do biquadrada a uma
equagdo da forma ax*+bx?>+c =0, com a # 0. Estas
equagdes resolvem-se facilmente recorrendo a substitui-

gioy = x2:

axt + b’ +c=0caf +by+c=0s

—b+ Vb2 —4dac »  —bEt Vb —dac
= er=— —— &

<y 2a

—b+ Vb2 - 4ac
@x:i T.

Esta dltima expressdo mostra a utilidade do teorema 1 no
estudo destas equagdes.
considerarmos  a

Por exemplo, se equagao

x* —10x2 +1 =0, a aplicagdo da férmula anterior leva-
nos a x = +1/5+1/24; como A% — B =152 —24 =1, po-
demos considerar C =1 e obtemos as quatro solugdes
numa forma muito mais “simpatica”:

x=\/§+\/§\/x:\/§—\/§\/
Vx=—V3+vV2Vx=—-V/3-v2

3) Um problema de trigonometria

Um exercicio cldssico em trigonometria é a obtengdo das
razdes trigonométricas de alguns dngulos, a partir das ra-
z0es dos angulos de amplitudes 30°, 45° e 60°. Por exemplo,

€0s 15° = cos (45° — 30°) = cos45° cos 30° 4 sen 45° sen 30°

VA VE1 eia
“2 2t T

e

sen15° = sen (45° — 30°) = sen45° cos 30° — cos45° sen 30°
V2 VB V21 V-2
T2 2 2 2 4

Vejamos o que sucede se, tendo obtido cos 15°, experimen-
tarmos calcular sen 15° por outra via, recorrendo a férmu-
la fundamental da trigonometria:

2
sen15° = 4++/1 — cos? 15° = \jl — <M> =

4

:\/1—%:%\/8—\/@,

valor este que parece ser completamente diferente do pri-
meiro!

Naturalmente, os dois valores sdo iguais: se aplicar-
mos ao radical duplo /8 — /48 o método de simplifica-
¢do do teorema 1 com A = 8 e B = 48, verifica-se imedia-
tamente que podemos considerar C = 4 e entédo

e ve - VL

4) Simplificagdo de algumas expressdes mais complicadas

a) A expressdo \/ 5v/7 +2V/42 nio estd nas condicdes

do teorema 1, mas pode ser simplificada se admitirmos o
uso de raizes de indice quatro. Com efeito,

VEVT7 +2V4A2 = \/ﬁ\/5+2¢6= V7\/5+ V24

e, por aplicacdo do teorema 1, obtemos finalmente

\VBV7 +2V42 = V7(V3 +V2).

b) A expressdo \/5 + 6 ++10 + /15 pode ser sim-
plificada recorrendo ao teorema 1 (e a alguma engenho-

sidade...). Para tanto, reparemos que um raciocinio and-
logo ao utilizado na prova do teorema 1 leva a férmula

VAZ _ B2 _JA? _pB2
\/E:\/A_‘—?Bi\/A 124B

onde A e B sdo nimeros positivos e A > B.
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Se fizermos A = 5+ /10 e B = v/6 + v/15, vem

/A+\/m_J5+x/ﬁ+\/(5+x/ﬁ)2—(x@+\/ﬁ)2 B
2 B 2 B

B \/5+ V10+ V14 +4V10
- . =

\/5+M+2+\/ﬁ
T

7 1
= §+m:1+g,

V14 +4/10 e

por aplicacdo do teorema 1 aos radicais

Ji+ V.

Analogamente, chega-se a
A—AZ-—B2 \F
2 — Va2

neste caso nem sequer é preciso aplicar o teorema 1.
A simplificagdo desejada é entdo

\/5+\/6+\/E+\/E:1+\/g+\/g.

Podem encontrar-se muitos outros exemplos e exercicios
de simplifica¢des deste género em [3].

3. RADICAIS DE iNDICE SUPERIOR

O estudo das simplifica¢des destes radicais é muito mais
dificil; na década de 90 do século passado foi apresentado
o primeiro algoritmo geral para este problema pela ma-
temadtica americana Susan Landau (ver [7] ou [8]) e ainda
subsistem muitos problemas em aberto. No que se se-
gue, limitar-nos-emos a alguns exemplos, essencialmen-
te de cardter histérico sobre radicais do tipo W .
Este tipo de radicais surge naturalmente a propésito da
férmula de Cardan-Tartaglia para a resolugdo de equa-
¢oes do terceiro grau (ver, por exemplo, [2] ou [6]) : se
x3 + px +q = 0 entdo

B O B Oy A L B L gy
x\/ 2t 4+27+\/ 2 Vgt

desde que as raizes ctibicas sejam escolhidas de modo a

que o seu produto seja igual a —p/3.

Por volta de 1540 e motivado pela férmula referida,
Tartaglia chegou ao resultado que a seguir apresentamos,
em linguagem e nota¢do modernas ([10]).

Teorema 2. Sejam a e b dois nimeros racionais, ndo sendo

b um quadrado perfeito e tais que v/a + /b é irracional.

Se:

1) /a2 — b for racional;

2) a equagdo 4x3 — 3v/a2 — bx = a tiver uma solugdo
racional, entdo existem dois niimeros racionais u e v tais

queva+ Vb =u+/0.

Demonstragdo: Supondo que

Va+vVb=u+/7, @)

segue-se, por elevacdo ao cubo de ambos os membros,
que

11+\/E:u3+3uv+(3u2+v)\/5

donde, atendendo a que a e b sdo nimeros racionais, se-
gue-se que

a=u’+3uv
{ Vb = (3u® +0) Vo

Se subtrairmos a segunda equagdo da primeira, obtemos
a — /b = (u— +/v)3 extraindo a raiz cibica de ambos os
membros, resulta que

Va—vb=u— o ®)

Multipliquemos membro a membro as igualdades (7) e (8);
vem que VaZ—b=u*—ve, portanto v = u? — Va2 —b.
Se substituirmos este valor na primeira equagéo do siste-
ma, chegamos a

a:4u3—3(3a2—b)u,

equacdo esta que, por hipétese, tem uma raiz racional
1. Basta entdo considerar v = u? — \3/512——1), que é racio-
nal, pela hipétese 1), e obtemos m =u++v e
v'a — /b =u— /v, 0 que conclui a prova.

Vejamos um exemplo deste método tdo engenho-
so, simplificando a expressio v/2+ /5. Tem-se que
a=2,b=+5 e V22-5=—1; a equagdo auxiliar é
43 +3x—2=0, que tem a raiz racional 1/2.

Segue-se que

s~ 1 5 1++5

o conhecido niimero de ouro.
Para concluir, apresentaremos um exemplo de

simplificacdo de radicais ctibicos devido a Pedro Nu-
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nes, que é descrito em [4]. Se aplicarmos a equagdo
x3+6x=20 a férmula de Cardan-Tartaglia, vem

X = Q/\/ 108 + 10 — {’/\/108 — 10 “ No Libro de Algebra en
Arithmetica e Geometria (publicado em 1567, mas composto

cerca de 30 anos antes), Pedro Nunes utiliza esta equa-
¢do para apontar algumas peculiaridades da férmula de
Cardan-Tartaglia, sem por em causa a sua corregio. E que
esta expressdo tdo complicada “esconde” a solugédo 2 da
equagdo em causal!

Pedro Nunes, talvez por tentativas ou motivado pela
igualdade /108 = 61/3, reparou que /108 4 10 é o cubo
de uma certa expressdo, a saber \/5 + 1, como se verifica

imediatamente:

(V3+1)° =v3 +3CV3 +3CV3 + 13
=3V3+9+3V3+1
=10+6V3 =10+ V108,

donde a simplificagdo /10 + V108 = v3+ 1.
Analogamente se obtém v/1/108 — 10 = /3 — 1. Com-

binando as duas simplifica¢gdes, Pedro Nunes chegou a
surpreendente igualdade

i/\/ﬁJrlo-\3/\/@—10:\/5+1_(\/§_1):2.5

Deixamos ao cuidado do leitor obter os resultados de

Pedro Nunes recorrendo ao teorema 2.
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o PN s N

5 Uma justificacdo alternativa € a seguinte: seja f(x) = x3 + 6x — 20. Tem-
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que a solucdo 2 é Unica e, portanto, \/+/108 + 10 — /v/108 — 10 = 2.
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