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A funcio W de Lambert foi considerada pela primeira vez ha mais de 250
anos, mas apenas recentemente foi batizada e objeto de um tratamento
rigoroso. Esta intimamente relacionada com a fungao logaritmo e tem uma
grande variedade de aplicagdes em matematica, fisica e ciéncias da compu-
tacdo, surgindo em muitos problemas de modelagido nas ciéncias naturais.
Neste canto vamos usar a fungdo W de Lambert para resolver algumas

equagdes transcendentes.

1.INTRODUCAO

Algumas equagdes que dependem de uma tinica varidvel
x podem ser manipuladas de forma a que a varidvel apa-
reca isolada num dos membros da equagdo. Quando isto
é possivel, dizemos que resolvemos a equagdo. Por exem-
plo, a equagéo x> + 2x — 3 = 0 tem duas solugdes x = —3 e
x = 1, que podem ser obtidas usando a férmula resolvente
para equagdes quadrdticas. A situagdo é diferente quando
somos confrontados com equagdes da forma

x¥ =2
ou
x+e¥=2.

Estas equagdes ndo possuem solugdes algébricas em ter-
mos de "fun¢des elementares” que, em termos gerais, con-
sistem em fungdes polinomiais, racionais, trigonométri-
cas, exponenciais ou logaritmos, e fun¢des obtidas destas
por aplicagdo de um ntimero finito de operagdes elementa-
res: soma, subtragdo, multiplica¢do, divisdo, composigdo e
radiciacdo. Uma equacdo da forma x = f(x) que nao pos-
sui solugdo algébrica diz-se uma equagéo transcendente.
O facto de uma equacédo transcendente nio ter solu-
¢do algébrica, ndo significa que néo tenha solugdo. Vamos
ver neste canto que se adicionarmos ao nosso repertério de
fungdes a fungdo W de Lambert vamos ser capazes de re-
solver de forma simples algumas equagdes transcendentes.
A funcido W de Lambert deve o seu nome a Johann

Figura 1. ). H. Lambert.

Heinrich Lambert (1728-1777), matematico, fisico e as-
trénomo suico que, entre muitos outros resultados, é
reconhecido como o primeiro matemdtico a apresentar
uma prova rigorosa da irracionalidade do nitimero 7.
A histéria da fungdo W comeca em 1758 quando Lambert

estudou a equagdo trinomial
x=g+x",

mas é num artigo publicado por Euler (1707-1783) que apa-
rece a primeira mencdo da fungédo inversa de y = xe*. No
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entanto, Euler concede o crédito a Lambert pelo seu traba-
lho pioneiro nesta funcdo. Todavia, s6 no final do século
XX é que a fungdo W comegou a ser designada por fungéo
de Lambert e a letra W foi escolhida na primeira implemen-
tagdo da funcdo W no software matematico Maple. Entre-
tanto, uma grande variedade de aplicagdes da fungao W
foi descoberta, quer em matemadtica, quer em fisica ou em
ciéncias da computagdo [1, 3]. A fungdo W de Lambert sur-
ge ainda associada a varios modelos nas ciéncias naturais
[7], permitindo obter solu¢des em forma fechada para pro-
blemas cuja solugdo exata ou explicita ndo é possivel de ob-
ter usando fung¢des elementares.

2. DEFINICAO
A fungdo W de Lambert define-se como sendo a inversa
da fungéo
y = xe*.

O ntimero e nesta férmula representa o nimero de Eu-
ler, uma das constantes mais famosas da matematica.
Podemos definir o ndmero de Euler como sendo o limi-
te da sucessdo (14 1/n)" quando n tende para infinito.
Por exemplo, tomando #n = 1.000.000, obtemos o valor
e~ 2,718280469 - - -, com cinco casas decimais corretas.

Antes de analisarmos a fungdo W, vamos debrugar-nos
sobre a fungdo exponencial y = e*. Esta funcéo é crescen-
te para todo o x real e tem por contradominio o conjunto
dos ntmeros reais positivos. E, portanto, invertivel e a sua
inversa é o logaritmo natural Inx, cujo gréfico pode ser
obtido a partir do gréfico da funcdo exponencial refletin-
do-o sobre a diagonal y = x (ver figura 2). Por defini¢do de

fungdo inversa, temos portanto,

In x

x=e parax >0

x =1In(e") para x € R.

Estas relagbes podem ser usadas para resolver algumas
equagdes que envolvem a fungdo exponencial. Por exem-
plo, aplicando o logaritmo natural a ambos os mem-
bros da equagdo e* =2 obtemos a sua tnica solucdo
x =1In2 ~ 0,6931.

Foquemos agora a nossa atencdo na funcdo W.
A fungdo y = xe* estd definida para todo o ntmero
real x e tem por contradominio o conjunto dos nime-
ros y > —1/e~ —0,3679. Esta funcdo
Yy = (x+1)e%, a qual é negativa para x < —1 e positiva

tem derivada

para x > —1. Segue-se que y = xe* é decrescente para
x < —1 (curva vermelha na figura 3) e é crescente para
x > —1 (curva azul na figura 3).

Portanto, ao contrdrio do que ocorre com a fungéo ex-
ponencial, a funcdo xe* ndo é invertivel sobre o seu domi-
nio. No entanto, se restringirmos o dominio da fungdo ao
conjunto [—1,+00), onde xe* é crescente, ou ao conjunto
(—o0, —1], onde xe* é decrescente, a fungdo xe* é invertivel
e a sua inversa chamamos fun¢do W de Lambert. A inversa
de xe* quando restrita ao conjunto [—1, 4c0) é designada
por ramo principal da fungdo W de Lambert e denotada
por W (curva sélida na figura 3). Ou seja,

Wo:[—e !, +00) = [~1,+00)

é ainversa de xe* no conjunto [—1, +00).

Y Yy =e" Y Yy = ze*
2 Iy T y = Wo(z)
'// z ik o B3 -
g gy =i L 2.5 i e S ] R
‘ -1
=9 J
—A y=Wa(e) |

Figura 2. Gréficos de y=e* e y=In x.

Figura 3. Gréficos de y=xe* e dos dois ramos de W(x).
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Por outro lado, a inversa de xe* quando restrita ao con-
junto (—oo, —1] é designada ramo secunddrio da fun¢io
W de Lambert e denotada por W_1 (curva a tracejado na
figura 3). Ou seja,

Wyt [—e1,0] = (—co,—1],

é a inversa de xe* no conjunto (—oco, —1).

H4, portanto, duas fun¢bes de Lambert, o ramo prin-
cipal Wy (x) definido para x > —e~! com Wy(x) > —1, e o0
ramo secunddrio W_1 (x) definido para —e~! < x < 0 com
W_1(x) < —1. Assim, a equacdo y = xe* possui uma tinica
solugio se x > 0 e duas solugdes se —e~! < x < 0.

Quando néo for necessdrio distinguir entre os dois ra-
mos, escrevemos apenas W (x) para denotar a fungdo W de
Lambert, e usaremos os fndices 0 e —1 quando uma certa
afirmac&o se verificar apenas para um dos ramos.

Por definicdo de fungéo inversa, temos portanto

W(xe*) = x, parax > —1

W(x)eW ™) = x, para x > —e L.

A defini¢do da fungdo W pode ser algo dificil de usar pois
apresenta-a de forma implicita e ndo nos fornece, portanto,
uma forma fechada para W(x). Em geral teremos de recor-
rer a métodos numeéricos [8] ou a um sistema de dlgebra
computacional (como, por exemplo, Maple, MATLAB ou
Mathematica) para calcular o valor de W(x). No entanto,
este condicionamento ndo é maior do que aquele que ex-
perienciamos ao calcular o valor de ¢? ou In2. Também
nestes casos geralmente recorremos a uma calculado-
ra para obter um valor aproximado para estes ndmeros.
A grande diferenga no célculo de In2 e W(2) reside no fac-
to de a maioria das calculadoras possuirem botées dedica-
dos a funcdo logaritmo natural, mas ndo fazerem em geral
referéncia a fungdo W.

Os célculos efetuados neste artigo foram realizados
usando o software Wolframalpha (https:/fwww.wolframal-
pha.com), de acesso livre online, que usa o sistema de dlge-
bra computacional Mathematica. Neste sistema, a funcdo
W é implementada usando o nome ProductLog.

Ainda assim, alguns valores da fungdo W de Lambert
sdo faceis de obter usando a condigdo W(xe*) = x, como,
por exemplo:

=
0
—_
~

e)=W(-1-

e_l) = -1,
=0

~

w@m@»:mﬂm@yéﬂ)zmz

As principais propriedades da fun¢do W, incluindo a sua
derivada, primitiva e expansdo em série de poténcias, po-
dem ser encontradas em [2, 3, 4].

3. EQUAGCOES TRANSCENDENTES

Vamos agora determinar as solugdes de algumas equagdes
transcendentes usando a funcdo W. A estratégia geral é
escrever a equagio na forma a = be’, donde se segue que
b = W(a) por defini¢do da funcdo W.

[ ] Xx =2
Aplicando o logaritmo natural a ambos os membros desta

equagdo, obtemos

In2 =In(x*) = xInx.

A mudanga de varidvel z =Inx permite escrever a
identidade anterior na forma In2 = ze*, donde se segue
que z = W(In2), ou seja,

x = eVIn2) 1 5596.

A mesma ideia pode ser usada para determinar a inversa
da fungdo f(x) = x¥, para x > 0. Temos x* — 1 quando
x — 0% ex® — 400 quando x — +co (ver figura 4). Como
f'(x) = (1+Inx)x*, o ponto (e~!,e~1/¢) é um minimo
absoluto de f. A fungao é decrescente no intervalo (0,e !]e
crescente no intervalo [efl, +00) e, portanto, para definir-
mos a sua inversa vamos restringir o seu dominio a um
destes intervalos.

Qualquer que seja a restricdo feita ao dominio, pode-
mos repetir os passos usados na resolucdo da equacéo

—1/e —

€

-1

Figura 4. Gréfico de y=x*.
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x* = 2 para obter uma expressdo para a inversa de x*. Co-
mecgamos por aplicar o logaritmo natural a ambos os mem-
bros da igualdade y = x*, obtendo

Iny = xInx.

A mudanga de varidvel z = Inx permite obter Iny = ze%,
donde se segue que

X = eW(ln y) .

Ou seja, a inversa da fungdo y=x* é a fungdo
f_l(x) — W(nx)

e x+e¥ =2

A fungdo y = x + e* é crescente para todo o x real, uma vez
que a sua derivada satisfaz y’ = 1+ ¢* > 0 para todo o x.
Como se verifica

lim x+e* = doo,
x—+oo

facilmente se deduz que a equagdo x +¢* =2 tem uma
unica solugdo real. Para a obtermos, comegamos por tomar
a exponencial em ambos os membros:

2= ex+ex — (e.’() e(e").

Segue-se que e = W(e?), isto é a tinica solugdo da equagéo
x 4+ e* = 2 é dada por
x = In(W(e?)) ~ 0,4428.

e x—eX=-2

A fungdo y =x —e*+2 tem por derivada y' =1— ¢,
que se anula no ponto x = 0. O ponto (0, 1) é pois um mé-
ximo absoluto de y uma vez que esta fungéo é crescente
no intervalo (—oo,0] e decrescente no intervalo [0, +co).

Como
lim x—e*4+2 = —oo,
x—>too
segue-se que a equagao x — e* = —2 tem exatamente duas

solugdes reais. Para as obtermos, procedemos como no
exemplo anterior: comegamos por tomar exponenciais em
ambos os membros da equagéo,

X

e 2 = X — (ex) e(fex),
ou seja
—e72 = (—e¥)el=),

A solugdo pode agora ser obtida por aplicagdo da fungdo
W, —e* = W(—e 2). Notemos no entanto, que uma vez
que —e~! < —¢72 < 0, obtemos as duas solugdes preten-
didas aplicando os dois ramos da fungdo W:

x=In (—Wo(—e72)) ~ —1,8414

x=1In (—w,l(—e—2)) ~1,1462.

e VX+Inx=0
A fungdo y = /x + In x estd definida para x > 0 e é cres-
cente neste intervalo, uma vez que a sua derivada satisfaz
v = (v/x+2)/2x > 0 parax > 0. Temos

lim /x4 Inx = —oo,

x—0"t

lim /x+Inx = +oo,
X—+00

donde se conclui que a equagdo /x +Inx = 0 tem uma
tnica solucdo real. Para a obtermos, comecemos por escre-
ver Inx = —y/x ou ainda

_1nx_1
el

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 1/2
e usando propriedades do logaritmo, obtemos

- () ()4

donde se segue que

In (%) — W(1/2),

x = e~ 2W(1/2) 0,4948.

ou seja,

n X

e x' =e

X

Uma equagéo da forma x" = e™*, com n um inteiro positi-

vo, pode ser reescrita como

xtet =1.
Extraindo a raiz indice n, vem

xe*/m =1,
que pode ser escrito como

be? =1/ n,

com b = x/n. Portanto, uma solugdo real da equagdo
x" = e~ é dada por

x=nW(1/n).

o 2X=3x
A funcio y =2* —3x tem dominio R e a sua de-
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rivada y =2%(In2) —3 anula-se apenas no ponto
x9 = In(3/In(2))/ In2 = 2,1137. Uma vez que

lim 2% —3x = +oo,
x—*+oo

o ponto (xp,2% —3xg) ~ (2,1137;—2,0131) é um mini-
mo absoluto da fungdo 2* — 3x. Segue-se que a equagdo
2% = 3x possui duas solugdes reais. Para as obtermos, co-
mecemos por escrever a equagdo na forma

_3x_

zx

Multiplicando ambos os membros da equagdo por
—(In2)/3, obtemos

—xIn2

1 3xe

—% In2 = —(xIn2)e ¥"2,
donde se segue que

~xIn2 =W (~1m2).

Como —e ! < —% In2 < 0, podemos usar os dois ramos
da funcdo W para obter as duas solugdes da equagdo,
WO (—% In 2)
—In2
e
W, (-% In 2)
X=———/++%=3,3132.
—1In2

O leitor encontra em [5] uma grande variedade de equa-
¢Oes construidas através de combinagdes de logaritmos,
exponenciais e polinémios cuja solugéo explicita pode ser
encontrada usando a fun¢do W de Lambert.

4. A TORRE DE POTENCIAS INFINITA
Outra aplicagdo interessante da fungédo W envolve a torre
infinita de expoentes .

y(x) ="
Esta fungdo, também conhecida como tetragdo, pode ser
definida iterativamente por

N=x e Yy =2

Este processo gera uma sequéncia infinita de aproxima-
¢oes para y(x). Euler provou (veja-se [6]) que a sucessdo
(yn) converge quando

0,0659 ~ ¢ ¢ < x < ¢'/¢ & 1,4446.

Vamos usar a func¢do W para calcular o valor de y(x) quan-
do x pertence a este intervalo.

Neste caso, podemos escrever y = x¥, ou seja, x = y'/V.
Aplicando o logaritmo natural a ambos os membros desta

dltima equacao, obtemos

lnlen—y,
y

ou ainda,

ylnx =Iny.

Segue-se que y = ¢Y X Podemos escrever esta tltima
igualdade como

—yIn(x)e V") = —Inx

e pela definicdo da fungdo W, temos
—ylnx = W(—Inx),

ou seja, obtemos a expressao
W(—Inx)
T —Inx
para a torre de poténcias infinita em termos da funcdo W
de Lambert.
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