(~1+{-j+k)/2 (1+i 4j+ k)/2 1
(-1-i+j-K)/2 (1-4+j-Kk)/2

L
A+i-j-k)/2

AN
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Dé—se aqui uma stimula das ideias
subjacentes a demonstragado
recentemente publicada pelo autor e
por Nikolaos Tsopanidis, completada
com a ajuda de Rogério Reis, da conje-
tura 1-3-5, anunciada em 2016 por Zhi-
-Wei Sun, demonstracdo essa que usa
uma aritmética um pouco exotica em
subconjuntos speciais dos quaternides,
que se expde aqui assumindo que o

leitor nada sabe destes assuntos.

I. HISTORIA DO PROBLEMA

A Aritmética de Diofanto de Alexandria, matemdtico grego
do século III, é uma obra que teve uma enorme influén-
cia no desenvolvimento da Teoria de Ntimeros a partir do
século XVII. Consistindo numa sequéncia de problemas
sobre ntimeros racionais e respetivas solugdes, sabe-se que
era formada originalmente por 13 "livros” — usualmente
assim chamados, mas que seria mais apropriado apelidar
de capitulos —, mas s6 seis desses "livros" eram conhecidos
quando, em 1621, Claude Gaspard Bachet de Méziriac
(1581--1638), matemdtico, poeta e tradutor francés, edita
e publica esses "livros" da Aritmética. A edigdo de Bachet
continha o texto grego original, uma tradugédo para latim e
extensos comentadrios feitos pelo préprio Bachet. Num des-
ses comentdrios faz notar que na resoluc¢do dos problemas
29 e 30 do livro IV, Diofanto parece pressupor que qual-
quer ndmero natural (de facto, qualquer nimero racional
positivo) pode ser escrito como uma soma de quatro ou
menos quadrados, i.e. nimeros da forma n? para algum
n €N ={1,23,...}. Bachet refere que verificou que as-
sim &, de facto, para todos os nimeros até 325 e que gosta-
ria de ver uma demonstragdo de que é sempre verdade (cf.
[20, p.30] e [5, p.188]).

Nao se sabe exatamente quando Pierre de Fermat, o
famoso magistrado e matematico francés do século XVII,
adquiriu uma cépia dessa edigdo de Bachet, mas é claro da
sua correspondéncia que em 1636 Fermat ndo sé a tinha
estudado cuidadosamente, como tinha feito algumas des-
cobertas em Teoria de Ntuimeros inspiradas nos problemas
de Diofanto e nos comentdrios de Bachet (ver o volume 2

de [17], em particular a carta de Fermat a Mersenne da-
tada de 2 de setembro de 1636, na p. 57). E pouco depois,
ainda em 1636, numa carta a Marin Mersenne escrita em
setembro ou outubro desse mesmo ano [17, Vol. 2, p. 65],
Fermat escreve que descobriu uma proposi¢do pulquér-
rima: que todo o ndmero é a soma de um, dois ou trés
ndmeros triangulares’; de um, dois ou quatro ntimeros
quadrados; de um, dois, trés, quatro ou cinco ndmeros
pentagonais, et eo continuo in infinitu progressu, ou seja, e
assim sucessivamente.

Fermat ird repetir esta mesma afirmacao, e que estd na
posse de uma sua demonstragdo, em cartas a Blaise Pas-
cal, em 1654 [17, vol. 2, pp. 312-313], e a Kenelm Digby,
em 1658 [17, vol. 2, pp. 404]. A Pierre de Carcavi, em 1659
[17, vol. 2, pp. 433], menciona apenas que tem uma pro-
va por "descida infinita" de que todo o ndmero natural é
uma soma de ndo mais de quatro quadrados. Fermat men-
ciona algures que pensa escrever um tratado de Teoria de
Ntmeros em que expde os seus métodos e este resultado
em particular, mas infelizmente nunca o chegou a fazer,
desconhecendo-se a demonstragdo que Fermat teria deste
seu belissimo resultado.

Leonhard Euler, por volta de 1730, toma conhecimento
dos trabalhos de Fermat em Teoria de Ntimeros e, em par-
ticular, fica impressionado com a afirmagdo de que todo o
nimero é uma soma de, no méximo, k nimeros k-gonais
(k > 3), nomeadamente, que todo o ndmero natural é uma
soma de, no méximo, quatro quadrados (ver [20, p. 173]).
Aceitando o ntiimero 0 como um ntimero k-gonal, para
todo k > 3, podemos remover a frase "no médximo" das
proposicdes anteriores, tornando o seu enunciado mais
curto, o que faremos daqui em diante.

Euler ird tentar obter uma demonstracdo do caso dos
quadrados, descobrindo pelo caminho alguns resultados
parciais, por si s6 interessantes, como o produto de duas
somas de quatro quadrados ser ainda uma soma de qua-
tro quadrados; todo o niimero primo divide uma soma
da quatro quadrados; que € suficiente mostrar que todo o
primo é uma soma de quatro quadrados de nimeros ra-
cionais para deduzir o resultado pretendido. Mas Euler
néo consegue chegar a uma demonstragdo, tendo esta sido
obtida, em 1772, por Lagrange, com base no trabalho de
Euler sobre somas de dois quadrados. Num artigo apre-

Entretanto foram descobertos mais quatro "livros" em 1968, por Fuat
Sezgin, numa biblioteca do Irdo.

Ver [13] para uma descricdo do que sao os ndmeros poligonais.
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sentado a Academia de Petersburgo a 21 de setembro de
1772 e publicada na Nova Acta Eruditorum em 1773, Euler,
depois de congratular Lagrange pelo seu sucesso, forne-
ce uma demonstragdo mais simples (ver [20, p. 228] e [11]
para mais detalhes).

O caso dos nimeros triangulares viria a ser demonstra-
do por Gauss, a 10 de julho de 1796. A data precisa é aqui
conhecida, pois Gauss escreveu nesse dia num seu peque-
no didrio a seguinte frase, curta mas expressiva: EYPHKA!
num = A+ A+ A. A demonstragédo viria a ser incluida na
sua obra seminal Disquisitiones Arithmeticae, publicada em
1801. Em 1798 Legendre publica, em [8], uma demonstra-
¢do de que um ndmero natural é uma soma de trés quadra-
dos se e s6 se néo for da forma 47(8b + 7).

Finalmente, em 1813, Cauchy observa que este resulta-
do de Legendre é equivalente a proposicdo de que todo o
natural é uma soma de trés triangulares e demonstra o caso
geral do teorema dos niimeros poligonais [1, pp. 320-353].
No seu artigo, Cauchy mostra um pequeno refinamento do
teorema dos quatro quadrados, nomeadamente que se k é
um ndmero par qualquer e s um outro niimero par tal que
V3k —1 < s < \/4k, entdo é sempre possivel encontrar
t,u,v,w € Z tais que se tem, simultaneamente:

{§z

amenos que k — (%)2 seja daforma 47(8b + 7)[1, Théoreme

24+ 12 + 02 4+ w?
t+u+ov+uw, 1)

III, p. 326]. Um pouco mais a frente Cauchy mostra que se
k é um ndmero impar arbitrdrio e \/m —1<s< \/4_k,
entdo o sistema (1) tem solugéo [1, Théoréme IV, p. 329].
Estes resultados foram depois refinados e as demonstra-
¢bes um pouco simplificadas por Legendre (ver [9, pp. 331-
356]) e ainda ddo origem a artigos de investigagdo — ver
[16].

Em 2016, o matemdtico chinés Zhi-Wei Sun (FME1%)
considera vérios refinamentos do resultado de Fermat-
-Lagrange sobre somas de quatro quadrados e, a 9 de abril
de 2016, conjetura que todo o nimero inteiro ndo-negativo
n € Ngp = NU{0} pode ser escrito com uma soma de
quatro quadrados x? +y? +z%> +w? (x,y,z,w € Np) de
tal forma que x + 3y + 5z é ainda um quadrado perfeito
(ver http:/Imaths.nju.edu.cn/~zwsun/1-3-5-Conj.pdf). Sun dd
a esta conjetura o nome de Conjetura 1-3-5, por estes serem
os coeficientes da forma linear que se exige ser um qua-
drado. A 4 de dezembro de 2016, Sun anuncia na The On-
-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS, https://oeis.org),
na entrada relativa a sequéncia com a etiqueta A271518,
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que Qing-Hu Hou (& K %), da Universidade de Tianjin,
verificou a validade da conjetura 1-3-5 para todos os nad-
meros até 10°. A 17 de fevereiro de 2017 é anunciado, na
mesma pdgina, que Qing-Hu Hou terminou a verificagdo
da validade da conjetura até 10'.

A conjetura 1-3-5 viria a ser publicada em [18] (Conjec-
ture 4.3i, p. 184), juntamente com védrias outras do mesmo
género. Nesse mesmo artigo, Sun oferece uma recompensa
de US$1350 pela primeira demonstragdo completa desta
sua conjetura (ver Remark 4.3, pp.184-185).

Em agosto de 2018, eu e Nikolaos Tsopanidis, na altura
meu aluno de doutoramento, inicidmos um ataque a conje-
tura 1-3-5 usando aritmética de quaternides, uma aborda-
gem que viria a ser eventualmente bem-sucedida no final
de 2019, em grande parte gragas a grande persisténcia do
Nikolaos. A nossa demonstracdo tem duas partes: na pri-
meira, [14], mostrdmos que a conjetura ¢ vélida para nd-
meros suficientemente grandes, mais precisamente maio-
res do que 104/(\4/% — \4/3—4)4 ~ 1.051 x 10! a segunda,
[15], consiste numa série de estratagemas, alguns sugeri-
dos pelo préprio Zhi-Wei Sun, que conduziram a verifica-
¢do de que é verdadeira para todos os ntimeros naturais
até af, o que foi feito com a imprescindivel ajuda do meu
colega Rogério Reis, do Departamento de Ciéncia de Com-
putadores da Faculdade de Ciéncias do Porto.

Dar-se-d aqui uma ideia do que sdo os quaternides e
de algumas das suas propriedades aritméticas, dando-se
depois um esboco da demonstragdo da conjetura 1-3-5.

2. OS QUATERNIOES

Os quaternides foram introduzidos pelo matemaético irlan-
dés William Rowan Hamilton em 1843, e posteriomente
descritos em [4], apés uma longa busca de uma estrutura
algébrica no espago tridimensional R® que fosse andloga
a estrutura algébrica no plano R? fornecida pelos ntime-
ros complexos. Na altura era jd bem percebida a relagdo
profunda e proficua entre propriedades algébricas dos
ndmeros complexos e a geometria do plano, e Hamilton
ambicionava descobrir uma estrutura ansloga em R3 que
capturasse a geometria do espago, e que pudesse até ser
atil para facilitar a resolugdo de problemas de mecanica.
Vir-se-ia a descobrir que tal estrutura em R? simplesmente
nao existe, e Hamilton eventualmente apercebeu-se de que
é necessdria uma quarta dimensdo, ou seja, existe uma es-
trutura algébrica em R* que tem em si embutida alguma
da geometria do espaco quadridimensional. Os pontos de
R?*, quando este estd munido dessa estrutura, sio apelida-
dos de quaternides e, na realidade, estes vieram a ser tteis



para efetuar cdlculos envolvendo rotagdes tridimensionais,
tendo sido, mais recentemente, amplamente usados em
computacdo grafica tridimensional.

Recordemos que os nimeros complexos constituem
uma estrutura algébrica em R? em que se identifica o ponto
(1,0) com o ndmero 1 e se denota o ponto (0,1) pelo simbolo
i, 0 que conduz a identificagdo do ponto (4, b) com a expres-
sdo a + bi, sendo a estrutura algébrica destas expressdes
dada por uma soma que corresponde diretamente a soma
de vetores e por uma multiplicagdo que prolonga a multi-
plicagdo de ntimeros reais e que é completamente determi-
nada pela relagdo i = —1e pela exigéncia de se manterem
vdlidas as propriedades usuais, como a associatividade, a
comutatividade e a distributividade relativamente a soma.
O conjunto R? munido destas duas operagdes denota-se
por C, o corpo dos niimeros complexos, e é facil ver que a mul-
tiplicagdo por i corresponde a rotagdo em torno da origem
de um angulo de 7 radianos no sentido direto.

Analogamente, 0s quaterni(”)es fornecem uma estrutura
algébrica a R* em que o ponto (4, b, ¢, d) ¢ identificado com
a expressdo a + bi + cj + dk, sendo a soma dada pela soma
usual de vetores e a multiplicagdo fica completamente de-
terminada pelas relagdes

e pelas exigéncias de ser: associativa; distributiva relati-
vamente a soma; os nuimeros reais, identificados com os
pontos com as trés tiltimas coordenadas nulas, comutarem
com todos os quaternides. Ao conjunto R* munido destas
duas operacdes chama-se o anel de divisdo dos quaternides,
que se denota por H. A diferenca entre um "corpo” e um
"anel de divisdo" é que, nestes dltimos, a multiplicacdo ndo
necessita de ser comutativa. E no caso dos quaternides nao
0 é, pois ij # ji, por exemplo. De facto, mostra-se que néo
é possivel munir R* de uma estrutura de corpo, sendo, em
certo sentido os quaterniées o melhor que se pode obter
em dimensdo quatro (ver [3], Cap. 8, §2).
Dado um quaternido

® = ag+ ayi+axj +ask  (ag,a1,a,a3 € R),
o seu conjugado é o quaternido
& =ag —ali—dzj—ll:;k,‘
a sua parte real, denotada R(x), é o ndmero
ag = %(0{ +&); a sua parte vetorial, V(x), o quaternido

myi + agj + ask = }(a — &). Um quaternido é apelidado de
puro quando a sua parte real é nula.

E f4cil verificar que se tem:

(ag + aqi + aj + azk) (by + byi + byj + bsk) =
= (aogbg — a1by — asby — asbs)+
+ (agby + a1bo + axbs — azby) i
+ (agby — a1bs + azby + ﬂ3b])j
+ (agbs + a1by — axby + azbg) k. 2)

Se designarmos por « - f o produto interno dos quaterni-
Oes « e 3 vistos como elementos de R?, resulta de (2) que

R(ap) = a-P. ©)
E também fécil de ver que
ap = Ba. 4)

(Note-se a troca na ordem dos fatores).

Finalmente, neste rol de defini¢des, hd ainda que men-
cionar a noc¢do de norma de um quaternido &, que é o nu-
mero real ndo-negativo N(a) = a& (a razio de nio termos
aqui a usual raiz quadrada é porque é muito dtil, no con-
texto aritmético, que este niimero seja um inteiro quando
as coordenadas do quaternido sao todas nimeros inteiros).
Grande parte da relevancia aritmética desta aplicagdo
N:H — ]RO+ advém do facto de ser multiplicativa, i.e.
N(aB) = N(a)N(B), para todos os a, 8 € H, algo de que
se deduz facilmente de (4). Note-se ainda que se tem (algo
que o leitor poderd verificar como exercicio):

N(a) = a§ + a5 + a5 + a3,

uma soma de quatro quadrados!

3. ARITMETICA NOS QUATERNIOES E SOMAS DE
QUATRO QUADRADOS

Um subconjunto dos quaternides que é natural esperar que
tenha algum interesse estudar do ponto de vista aritmético
é o conjunto dos chamados inteiros de Lipschitz, constituido
pelos quaternides de coordenadas inteiras, ou seja:

L={a+bi+cj+dkeH:ab,cdcZ}.

Este conjunto é fechado para a soma e para o produto, ou
seja a soma e o produto de dois quaisquer seus elemen-
tos ainda é um seu elemento, dando origem ao que se de-
signa por anel, que é, grosso modo, um conjunto munido
de duas operagdes satisfazendo as propriedades usuais
exceto a existéncia de inversos multiplicativos para todos
os seus elementos ndo-nulos. Este anel foi extensamente
estudado por Rudolf Lipschitz, tendo este publicado em
1886 um longo artigo, [12], onde, a propésito do estudo
das transformagoes lineares que deixam a forma quadrati-
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ca x2 + y? + z? invariante, exibe vdrias propriedades arit-
meticamente interessantes deste anel.

Em 1896, Hurwitz publica um artigo, [6], posteriormente
expandido numa monografia, [7], publicada em 1919, onde
mostra que hd um anel dentro dos quaternides que é um
pouco mais interessante em termos aritméticos, a que ago-
ra se chama o anel dos inteiros de Hurwitz, nomeadamente:

b
2

d
H:EU{%+—i+%j+ik€IH:a,b,c,dEZeséotodosimpares}.

Ou seja, os elementos de H sdo os quaternides cujas coor-
denadas ou sdo todas inteiras, ou todas metades de ntiime-
ros inteiros fmpares. Observe-se que a norma de um inteiro
de Hurwitz é um inteiro ndo-negativo, pois o quadrado de
um nimero impar tem a forma 4n + 1, o que implica que
a soma dos quadrados de quatro niimeros impares é um
ndmero divisivel por 4.

Em ambos os anéis £ e H define-se a nogdo de qua-
ternido primo como sendo um quaternido cuja norma é
um ndmero primo de IN. Neste contexto, e para desfazer
qualquer possivel confusdo, é usual apelidar de primo ra-
cional um nimero primo de IN. Por exemplo, 1 + i+ j + 2k
é um quaternido primo, pois a sua norma é o primo ra-
cional 7. Num qualquer anel A (pense em A =2, L, H,
por exemplo) define-se a nogao de divisibilidade estipulan-
do que a € A divide b € A (a esquerda, por exemplo)
se existir algum elemento g € A tal que b = aq; define-se
unidade como sendo um elemento com inverso multipli-
cativo, ou seja, u € A é uma unidade se existir v € A tal
que uv =vu =1, o elemento neutro da multiplicacdo.
O conjunto de todas as unidades de um anel A é denota-
do por A*. As unidades sdo os elementos "aritmeticamente
neutros”, pois dividem todos os elementos do anel (tanto
a esquerda como a direita), como é fdcil ver. No caso dos
inteiros de Lipschitz e de Hurwitz ndo é dificil ver que u é
uma unidade se e s6 se N(u) = 1, e que se tem:

£¥ = {£1, i, +j, +k},
2 :C*U{ililzi]ik}.

Em particular, £ tem oito unidades, enquanto que 7 tem 24.

Dois elementos de um anel dizem-se associados se um
for igual ao outro vezes uma unidade. Isto implica que tém
exatamente os mesmos multiplos, o que os torna aritme-
ticamente equivalentes. Um facto importante é que todo
o quaternido de Hurwitz tem um associado a esquerda e
um outro a direita que é um inteiro de Lipschitz. Isto torna
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possivel, muitas vezes, mostrar a existéncia de um quater-
nido de coordenadas inteiras tendo uma certa propriedade
aritmética deduzindo primeiro que hd um quaternido de
Hurwitz nas mesmas condicdes, o que é mais fécil por H
ser mais "bem-comportado”, como veremos ja de seguida.

A razdo de o anel dos inteiros de Hurwitz ser um pou-
co mais interessante e mais bem "comportado” do que
o de Lipschitz reside no facto de em H haver uma divi-
sdo com resto, ou melhor, duas, uma a esquerda e outra
a direita — uma pequena excentricidade que advém de a
multiplicagdo de quaternides ndo ser comutativa. Isto sig-
nifica o seguinte. Dados &, § € H, existem 7,0 € H tais
que & = By + p com N(p) < N(B), ou seja, um quociente
(neste caso a direita) e um resto que é menor, em termos da
norma, do que o divisor. H4 também, claro, um quocien-
te a esquerda e um resto correspondente. Estes quocientes
e restos ndo sdo, em geral, inicos e os esquerdos podem
ser completamente distintos dos direitos, mas a existéncia
destas divisdes com resto permite mostrar que o conjunto
das combinacdes lineares (esquerdas ou direitas), com coe-
ficientes em H, de um ntimero finito de elementos de H é
igual ao conjunto dos mdltiplos (esquerdos ou direitos) de
um tnico elemento. Ou seja, por exemplo,

Proposicao 1. Dados aq,ay,...,0, € H, existe v € H tal
que

{z101 + 2000 + -+ zpan 121,22, .., zn E H} = {zy:z € H}.

Um tal quaternido -y é, de certo modo, um maximo divisor
comum dos «;.

Este resultado permite dar uma demonstragao relati-
vamente simples e conceptual do teorema de Fermat-La-
grange de que todo o niimero natural é uma soma de qua-
tro quadrados, de que damos aqui um esbogo, deixando
os detalhes como exercicios para o leitor interessado. Pela
multiplicatividade da norma referida no dltimo paragrafo
da sec¢do anterior, basta mostrar que todo o niimero primo
€ uma tal soma. Seja, pois, p um qualquer ntimero primo
racional e seja S o conjunto dos quadrados médulo p (i.e.
dos restos dos quadrados quando divididos por p). Como
a aplicagdo x + x? dos restos médulo p neles préprios é
tal que um qualquer resto ndo-nulo médulo p tem zero ou
duas pré-imagens, resulta que |S| =1+ pz;] = VTH. Seja
S’ o conjunto dos restos’ dos elementos da forma —1 — x
com x € S. E claro que |§/| = pTH. Ora, como h4 apenas p
restos distintos, resulta que S e S” ndo podem ser disjun-
tos. Isto implica que existem a,b € Ny, com a4,b < ’%1, tais



que a? e —1 — b? ddo o mesmo resto quando divididos por
p, ou seja, p divide a® + b% + 1, niimero este que é menor
do que p?.

Considere-se agora o quaternido o« =a+ bi+j.
Como foi mencionado acima, existe algum 7y € H tal que
{zap+zpa 121,20 € H} = {zy:z € H}. Mas entdo, em
particular, p = 6y e & = €7, para alguns §, ¢ € H, de onde
se deduz que N() divide p? e divide N(«). Daqui resulta
que N(7) é igual a 1 ou p. Mas, v = p + nja, para alguns
{,n € H, donde é relativamente facil deduzir que <y ndo
pode ser uma unidade e, portanto, N(vy) = p. Substituin-
do, se necessdrio, y por um seu associando em £, conclui-
mos que p é uma soma de quatro quadrados, como queri-
amos mostrar.

A Proposigdo 1 pode também ser usada de um modo
muito eficaz para deduzir uma espécie de fatorizagdo tini-
ca para inteiros de Hurwitz primitivos, i.e., que ndo sdo
multiplos de um inteiro racional:

Teorema 1 (Lipschitz-Hurwitz). Seja « € H \ H* primitivo.
Para cada fatorizagao de N(«) num produto de primos ra-
cionais, N(a) = p1p2 - - - pe_1ps, hd uma fatorizagdo

& =TT 17T

num produto de primos de Hurwitz de tal modo que
N(7t;) = py, parat =1,2,..., L. Diz-se que esta fatorizacdo
de « é modelada na fatorizagao correspondente de N(a).

Além disso, qualquer outra fatorizagdo de & modela-
da na mesma fatorizacdo de N(ua) tem necessariamente a
forma

-1 -1 -1 -1
N = T01U1 - Uy TUp - Uy TT3UZ - - - u[_zﬂ’g_lug_l . u[_lﬂ[,

ondeu; €* parat=1,2,...,0 — 1.

Este resultado pode ser resumido dizendo-se que a
fatorizagdo modelada numa dada fatorizagdo da norma
de um inteiro de Hurwitz primitivo é tinica a menos de
migragdo de unidades [2, Cap. 5]. Para o que se segue é im-
portante observar que a parte da existéncia de fatorizagées
modeladas em fatoriza¢gdes da norma se aplica a inteiros
de Hurwitz arbitrdrios, e ndo apenas aos primitivos, e que
se aplica ainda a inteiros de Lipschitz, obtendo-se fatoriza-
¢Oes destes em primos de Lipschitz.

4. AESTRATEGIA DA DEMONSTRAGCAO DA CON-
JETURA 1-3-5

Recorde-se que a conjetura 1-3-5 preconiza a existén-
cia, para cada m € N, de quatro inteiros nido-negativos

x,vy,z,t € Ny tais que:

m

Xyt 2
quadrado perfeito.

x+3y+5z =

A primeira ideia subjacente ao ataque a conjetura 1-3-
5 consiste em procurar descrever as solugdes inteiras
(i.e. em Z) do sistema acima, do seguinte modo. Pondo
y=x+yi+zj+tke L. e =a+bi+cj+dke L, tem-
-se que o sistema

PP+ 4+ = m
ax +by+cz+dt = n?
com m,n € N, é equivalente a
{ N(y) = m
g-y = n% 5)
que, por (3), é 0 mesmo que
{ N(y) = m
R(EY) = n* 6)

Agora, se pusermos § = (4, a Ultima igualdade é equi-
valente a dizer que 6 = n®+ Ai + Bj + Ck, para alguns
A, B,C € Z, enquanto a pentltima igualdade, dada a ulti-
ma, é equivalente a N({)m — n* = A% + B + C2
Portanto, para o sistema (5) ter solugdo é necessario

n < +/mN(Q), (7)

assim como, pelo teorema de Gauss-Legendre sobre somas

que se tenha

de trés quadrados, que

mN(Z) — n* ndo seja da forma 4’ (8s + 7), com r,se Np.

(8)

condicdes, (7) e
satisfeitas, entdo existem A,B,CcZ
tais  que mN(f) —n* = A2+ B>+ C%  Pondo
8 = n® + Ai + Bj + Ck, e uma vez que N(6) = N({)m, da
existéncia de fatorizacdes modeladas em fatorizagdes da

Reciprocamente, se estas duas

(8), forem

norma (Teorema 1 e pardgrafo seguinte), vem que existem
&, v € Ltaisque 6 = {7y, N(&) = N()e N(-y) = m. Resul-
ta daqui que y é uma solugdo do sistema (6) onde em vez
de { estd um quaternido, {, que tem a mesma norma que /.
Isto mostra o resultado seguinte.

Dados a,b € Z com b #+ 0, o quociente e o resto da divisao de a
por b sdo, respetivamente, os Unicos nimeros ¢ € Z e r € Ny tais que
a = bq +r er < b.Isto faz com que, por exemplo, o resto da divisio de
-7 por 3 seja 2, sendo o quociente -3.
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Proposigdo 2. Sejam m,n,{ € N tais que n < Vml e
ml —n* ndo é da forma 4'(8s+7). Entdo, para alguns
a,b,c,d € Ny tais que a? + b + ¢ + d? = ¢, o sistema

x2+y2+zz+t2 = m
ax+by+cz+dt = n?

tem solugdes inteiras.

Como se sabe que os niimeros que tém exatamente uma
decomposi¢do como soma de quatro quadrados, a menos
de troca de parcelas, séo: 1, 3, 5,7, 11, 15, 23, 4°r com s > 0
er € {2,6,14} [10], resulta que se a? + b% + > + d> = ¢ for
um destes ntimeros, entdo o sistema (5) tem solugdes intei-
ras desde que m e n satisfagam as hipéteses desta tltima
proposicao.

A dificuldade com a conjetura 1-3-5 reside no facto de
35 = 12 + 32 + 52 ter uma outra decomposigio como soma
de quatro quadrados, nomeadamente 1+ 32432442
sendo estas as tinicas duas decomposi¢des a menos da or-
dem das parcelas. Os argumentos apresentados acima per-
mitem pois concluir apenas o seguinte.

Proposi¢ao 3. Sejam n,m € N tais que n < v/35m e

4

35m — n* ndo é da forma 4"(8s + 7). Entdo, pelo menos

um dos dois sistemas seguintes tem solu¢6es em niimeros

inteiros:
Ay +22+2 = m (1-3.5)
x+3y+52 = n?
224,242 _
Xty +z2+t2 = m
{ X+3y+3z4+4t = n? (1-3-3-4)

A segunda ideia é tentar encontrar uma solugédo do sistema
(1-3-5) a partir de uma solugéo do sistema (1-3-3-4) usando
as observagdes seguintes.

Fixemos, de agora em diante, a =1+3i+5 e
B =1+ 3i+3j+4k. Dados dois quaternides e &, va-
mos usar a notagdo ¢ ~ ¢ quando estes dois quaternides
tém as mesmas coordenadas a menos de sinal e permu-
tacdo das coordenadas. Por exemplo, 3 —5j+k~ua e
4 —3i — j+ 3k ~ B. Repare-se que se tivermos uma solu-
¢ao 7y de (6) com { ~ n, entdo trocando convenientemente
a ordem e os sinais das coordenadas de 7, obtém-se uma
solug¢do, em inteiros, do sistema (1-3-5).

Suponhamos agora que temos uma solugdo do siste-
ma (1-3-3-4) dada por v € £ com N(y) = me R(B7) = n?.
Nao é dificil ver que, paraum qualquer p € £\ {0}, se tem:
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R(p~'B70) =R(BY) e N(p 'yp) =N(y).

Como, para um qualquer ¢ € £\ {0},

o~ BT = (0" po) (¢ 7p),
vé-se assim que se conseguirmos encontrar p,o € £\ {0}
com N(p) = N(0) e tais que p~ o ~a e o190 € L, en-
tdo de uma solugdo 7y do sistema (1-3-3-4) consegue-se de-
rivar uma solugio do sistema (1-3-5).

Foi esta parte da demonstracdo da conjetura 1-3-5,
mostrar a existéncia de tais inteiros de Lipschitz, peo,que
deu mais trabalho. O que se fez foi considerar para p to-
dos os quatro primos ndo-associados de norma 3, os seis
primos ndo-associados de norma 5 e os oito primos nao-
-associados de norma 7. Para cada um desses quaternies
p determina-se 0 com N(o) = N(p) e tal que

Bp = 06, para algum p com N(5) = N(B) = N(a) = 35.

Isto é feito usando as técnicas que estdo na base da demons-
tracdo do teorema da fatorizacéo de Lipschitz-Hurwitz aci-
ma mencionado.

Quando acontece que se tem 0 ~ ®, obtém-se assim
uma solugdo do sistema (1-3-5) a custa de uma solugdo do
sistema (1-3-3-4), desde que a condigio p~1jo € L seja
satisfeita, o que corresponde, como mostrdmos em [14],
a ser satisfeita uma certa congruéncia médulo N(p); quan-
do § ~ p, obtém-se uma outra solugéo do sistema (1-3-3-4)
que, viemos a descobrir, vem a dar uma solugéo do sistema
(1-3-5) quando se usa, a partir dela, um p novo para um
outro primo. Mais especificamente, quando ndo se obtém
uma solucdo do sistema (1-3-5) usando um primo de nor-
ma 3, a solugdo do sistema (1-3-3-4) que se obtém pode dar
uma solugdo do sistema (1-3-5) quando se usa agora um
primo de norma 5, e se ainda nao der, entdo um primo de
norma 7 consegue finalmente resolver o problema. Quem
quiser podera ver os detalhes em [14].

Com tudo isto conseguiu-se mostrar um resultado que
é mais preciso do que a conjetura 1-3-5, mas para solugdes
inteiras, nomeadamente:

Teorema 2. Sejam 1,7 € N tais que 35m — n*
tivo e ndo é da forma 4" (8s + 7) (r,s € INp). Entéo o siste-

é ndo-nega-
ma (1-3-5) tem solugdes inteiras sempre que:
i) m é um multiplo por 3 e mdc(n,15) = 1.

ii) m é da forma 3¢ + 1 e n é um multiplo de 3 ndo di-
visivel por 5.



iii) m é da forma 3¢ + 2 e mdc(n,105) = 1.

Para mostrar a existéncia de uma solugdo em inteiros do
sistema (1-3-5) hé agora que, para um dado m € IN, mos-
trar que existeum 7 € Ncomn < /35m tal que: 35m — n*
néo ¢é da forma 4" (8s +7) (r,s € Np) e uma das condicdes
i), ii) ou iii) do resultado anterior é satisfeita. Isto foi feito
mostrando que se tivermos dez ndmeros consecutivos, en-
tdo um deles satisfaz as condigdes pretendidas.

Para resolver o problema inicial, que requere solugdes
ndo-negativas, mostrou-se que € suficiente garantir que o
intervalo [v/34m, v/35m] tenha, pelo menos, dez naturais
consecutivos. E fécil ver que isto é equivalente a exigir que
se tenha

10
m> | ——m8m—
- (\4/35 — V34

Na altura, a conjetura estava verificada até ao nimero

4
) ~ 105103560126, 8026.

1019, Precisdvamos, pois, de ir "um pouco" mais além: até
1,051 x 101% o que corresponde a verificar mais de dez ve-
zes a quantidade de niimeros previamente verificados!

Zhi-Wei Sun incentivou-nos a levar a cabo a verifica-
¢do numérica, tendo dado varias ideias para o fazer de um
modo eficaz. Em primeiro lugar mostrou que o nosso limi-
teinicial, que era de cercade 1,3 x 1013, podia ser reduzido
a algo como 2,18 x 10!, tendo nés posteriormente redu-
zido um pouco mais, até a0 ndmero acima mencionado.
Adicionalmente, Sun sugeriu que usdssemos uma outra
sua conjetura, 4.9(ii) de [19], que é mais forte do que a con-
jetura 1-3-5 e consiste no seguinte:

Conjetura (Zhi-Wei Sun). Todo o nimero natural pode
ser escrito na forma x* + y? +z%> + > com x,y,z,t € Ny
tais que x + 3y + 5z é um quadrado e, adicionalmente,
verifica-se pelo menos uma das trés condi¢bes seguintes:
x é trés vezes um quadrado, ou y é um quadrado, ou z é
um quadrado.

O uso desta conjetura, e o facto de ser verdadeira, como
viemos a comprovar, até 1,051 X 101}, foi instrumental no
sucesso do ataque computacional, pois reduz, em muito, a
procura de uma representacdo de um ndmero na soma de
quatro quadrados com a caracteristica pretendida.

Rogério Reis escreveu um programa em C, muito efi-
ciente e que pode ser fatiado em pedacos a serem distribu-
idos por varios computadores, que foi, entdo, usado para
verificar esta conjetura de Sun para todos os niimeros até
ao limite pretendido. Pelo caminho foram também usadas

outras observag¢des que foram sendo descobertas quando
se testou o programa. O leitor interessado podera ver to-
dos os detalhes, assim como o cédigo de préprio progra-
ma, em [15].

Virias experiéncias feitas durante a verificagdo da
conjetura até 1,051 x 10'! conduziram a uma forma mais
precisa da conjetura de Sun que acabamos de referir, no-
meadamente:

Conjetura. Todo o niimero m € IN que ndo é um multiplo
de 16, com a excegdo de 31, 43, 111, 151, 168, 200, 248, 263,
319, 456, 479, 871, 1752, 1864, 3544, pode ser representado
como uma soma de quatro quadrados, x*> + y? + z> + 12,
comx,y,z,t € N tais que x + 3y 4 5z é um quadrado e x
é trés vezes um quadrado ou y é um quadrado. Além dis-
so, para m > 14485001 848, hd uma representagdo com
x € {0,3} ou y € {0,1}. Adicionalmente, apés este limite
e ignorando os miltiplos de 16, a densidade dos ntimeros
que tém uma representacdo comx =0 ouy =0 é g.

Até ao momento, ndo fazemos ideia de como abordar esta
conjetura.

5. CONSIDERACOES FINAIS
A demonstragdo que foi feita da conjetura 1-3-5 levanta al-
gumas questdes que vale a pena considerar.

Em primeiro lugar, é um pouco surpreendente que
a "proposicdo 1-3-3-4", nomeadamente que todo o na-
tural se possa escrever na forma x? + y? +z? +t> com
x,y,z,t € Ny tais que x + 3y + 3z + 4f seja um quadrado
perfeito, ndo é verdadeira: os ndmeros 3, 4, 7, 8, 22, 23, 31,
42, 61, 95, 148, 157 e 376 ndo admitem uma tal representa-
¢do. Célculos que fizemos parecem sugerir que, exceto es-
tes 13 ntimeros e os seus multiplos obtidos por multiplica-
¢do por poténcias de 16, todos os outros ndmeros naturais
admitem uma representagdo desse tipo. Seria interessante
perceber o que estd por detrds desta diferenca entre o caso
1-3-5 e 0 caso 1-3-3-4.

Em segundo lugar, seria muito interessante fornecer
uma abordagem mais conceptual a parte da demonstra-
¢do onde se usam primos quaterniénicos de norma 3, 5 e
7, onde tudo acabou por funcionar muito bem, mas sem
que se perceba a razdo profunda, que estou convencido de
existir, para tudo dar certo. Parece-me que deve haver uma
série de propriedades escondidas por detrds do método
que utilizdmos e a sua descoberta poderia permitir atacar
outras conjeturas andlogas, nomeadamente a "conjetura
24" de Sun (ver OEIS A281976 e [19, Conjecture 4.7(i)]):
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todo m € IN pode ser escrito na forma x2 + 2 + 22 + t
comx,y,z,t € Ng de modo a que x e x + 24y sejam ambos
quadrados perfeitos. Sun oferece US$2400 pela primeira
demonstra¢do. Serd que esta conjetura pode ser atacada
por um método semelhante ao que usdmos para a conje-
tura 1-3-5? Aqui N(1 + 24i) = 577 e hd, a menos de ordem
e sinais, 21 quaternies de Lipschitz de norma 577, o que
torna a nossa abordagem impraticdvel, a menos que se
encontrem as tais propriedades escondidas que acabo de
mencionar.
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